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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros ‘ 1-1

1 Nocoes basicas sobre Erros

Fendmenos da natureza podem ser descritos através do uso de modelos matematicos.

MODELAGEM RESOLUCAO
PROBLEMA >

MODELO
MATEMATICO

» SOLUCAO

[Fig. 1]: Modelagem e resoluciio de problemas.

e MODELAGEM: ¢ a fase de obtencdo de um modelo matemdtico que descreve o
comportamento do problema que se quer estudar.

e RESOLUCAO: ¢é a fase de obten¢io da solugdo do modelo matemético através da
aplicacdo de métodos numéricos.

1.1 Erros

Para se obter a solucdo do problema através do modelo matematico, erros sio
cometidos nas fases: MODELAGEM e RESOLUCAO.

Exercicio 1 Calcular a 4rea da superficie terrestre usando a formulagdo A =4mr°.
Resolucio: Aproximagdes (ERROS):

MODELAGEM:

RESOLUCAO:
OBS. 1: Caracteristicas do planeta Terra.

e Caracteristicas Fisicas:
Diametro Equatorial: 12756Km;
Diametro Polar: 12713Km;

Massa: 5,98x 10% Kg;
Perimetro de Rotacdo Sideral: 23h 56min 04seg;
Inclinag¢do do Equador Sobre a Orbita: 23° 27°.

e Caracteristicas Orbitais:
Raio da Orbita, isto é, 1U.A. (unidade astronomica): 149897570Km;
Distancia Maxima do Sol: 152100000Km;
Distancia Minima do Sol: 147100000Km;
Periodo de Revolucao Sideral: 365dias 6h 9min 9,5seg;
Velocidade Orbital Média: 29,79Km/seg.

1.2 Erros Absolutos e Relativos

1.2.1 Erro Absoluto

E o modulo da diferenga entre um valor exato x de um nuimero e seu valor
aproximado X .

(Eq.) Ed =x-x

2

onde x ¢ o valor exato e X ¢é o valor aproximado.
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-2

Geralmente ndo se conhece o valor exato x. Assim, o que se faz € obter um limitante
superior (k; majorante) ou uma estimativa para o modulo do erro absoluto.

(Eq.2) |EA|<k.

1.2.2 Erro Relativo ou Taxa de Erro

Erro relativo de x ¢ o médulo do quociente entre o erro absoluto E£4, e o valor exato

x ou o valor aproximado x,se x ou x #0.

EA -X -X
(Eq.3) ER =|—= 7Y ou ER, = E_x _|* _x
X X X X
Exercicio 2 Calcular os erros absoluto ¢ relativo, nos itens a) e b).
a) x=1,5¢ x=1,49; b) y=5,4e y=5,39.
Resolucio:

1.3 Erros de Arredondamento e Truncamento

1.3.1 Erro de Arredondamento

Arredondar um numero na casa d; ¢ desconsiderar as casas d;,; (j=1,...,00) de tal

forma que:
d; seja a ultima casa se d,,;<5;

d;+1 seja a Gltima casa se d,, ;5.
Exercicio 3 Arredondar 7 na quarta casa decimal, sendo que 7=3,1415926535...

Resolucio:

1.3.2 Erro de Truncamento

Truncar um namero na casa d; ¢ desconsiderar as casas d;,; (j=l,...,%).

Exercicio 4 Aproximar 7 truncando na quarta casa decimal, sendo que n=3,1415926535...

Resolucio:
0 xi

Exercicio 5 Sabendo-se que e* pode ser escrito como ex=z_—' , faca a aproximacao de
i=0 b*

¢? através de um truncamento apods quatro termos da somatria.

Resolucio:
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‘ Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-3
1.4 Aritmética de Ponto Flutuante

Um namero ¢ representado, internamente, na maquina de calcular ou no computador
através de uma seqiiéncia de impulsos elétricos que indicam dois estados: 0 ou 1, ou seja, os
numeros sao representados na base 2 ou binaria.

De maneira geral, um nimero x ¢ representado na base [ por:

d d, d d
(Eq.4) x:i{—l +—2% +—§+...+—§} *BE*P,
P B B p
Onde:
e d;= sdo numeros inteiros contidos no intervalo 0<d, <B; i=1,2, ..., ¢;

e exp—> representa o expoente de § e assume valores entre / <exp<S;

e [, S = limite inferior e limite superior, respectivamente, para a variagao do expoente;

d dy dy d, . . ] )
* | ~+—5+—5+..+—|= ¢ chamada de mantissa ¢ ¢ a parte do nimero que representa
p B~ B
seus digitos significativos;

e = numero de digitos do sistema de representacao.

Exercicio 6 Considerando no sistema de base 10, f=10, represente os seguintes nimeros,
em aritmética de ponto flutuante:
a) 0,34510; b) 31,41510.
Resolucio:
OBS. 2: Os numeros assim representados estio NORMALIZADOS, isto ¢, a mantissa €

um numero entre 0 e 1.

Exercicio 7 Considerando no sistema binario, =2, represente o nimero 101, em aritmética
de ponto flutuante.

Resolucio:

1.5 Conversao de Bases

1.5.1 Conversdo da Base B para a Decimal (=10)

Um ntmero na base 3 pode ser escrito, na base decimal, como:

m
€qS)  Yap'=a,p"+a, B" "+ . +aptaBragta T +a B+ +a,, B +a,p".

Onde:

o a,= 0<a;<B;
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‘ Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-4

e 1, m = numeros inteiros, com n <0 e m >0.
Para a conversao, faz-se a operagdo entre a mantissa do numero normalizado e a base
Bexp

Nos exercicios a seguir, faca a conversdo da base indicada para a decimal,
determinando o valor da variavel x.

Exercicio 8 1011, = xy.

Resolucio:

Exercicio 9 11,01, = X0 -

Resolucio:

Exercicio 10 403,125 = Xx;,.

Resolucio:

1.5.2 Conversao da Base Decimal para a [ (10=0)

Aplica-se um processo para a parte inteira € um outro para a parte fracionaria.
e 2a) PARTE INTEIRA (N ):

e al) N<PB
:NIOZNB'
e a2) N>
N[B
noq | B
49

In-1 ‘L

h, 4, Ateque g,<p
= No=(gy 1 a1 1)
Exercicio 11 Converta 59, para a base 2.

Resolucio:
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-5

Exercicio 12 Converta 59, para a base 3.

Resolucio:

e b) PARTE FRACIONARIA (F):

Multiplica-se F' por 3 e toma-se a parte inteira do produto como o primeiro digito do
numero na base 3. Repete-se o processo com a parte fracionaria do produto tomando sua parte
inteira. Continua-se até que a parte fracionaria seja igual a zero.

Nos exercicios a seguir, determinar o valor de x:

Exercicio 13 0,187510= x,.

Resolucio:

Exercicio 14 0,610= X, .

Resolucio:

Exercicio 15 13,2510 = x,.

Resolucio:

1.5.3 Exercicios: Conversdo de Bases
Transforme para a base que se pede (determine o valor de x).
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-6

Exercicio 16 100101,1001;, = x;4.

Resolucio:

Exercicio 17 19,3867187510= xy4.

Resolucio:

Exercicio 18  Transforme a medida 354 48 min 18 seg para minutos.
DICA: 35:48,18¢0 = x;(, min .

Resolucio:

Exercicio 19  Transforme 35,805 horas para horas, minutos e segundos.
DICA. 35,805]0 :x60 .

Resolucio:
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‘ Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-7

1.6 Operacoes de Pontos Flutuantes

1.6.1 Representacoes
e Precisdo dupla: “dobra” a mantissa (2*¢);

e O zero em ponto flutuante ¢ em geral representado com o menor expoente (exp=17)
possivel na maquina;

e Ao converter um nimero para determinada aritmética de ponto flutuante, emprega-se
sempre o arredondamento;

e Niao ¢ possivel representar todos os numeros reais em determinada aritmética de ponto
flutuante (reta furada).

OBS. 3: Um exemplo da reta furada ¢: Considere a aritmética de pontos flutuantes com
parametros B=10 e ¢#=3. Tome os nimeros consecutivos 3,57 e 3,58. Existem infinitos
numeros reais entre 3,57 e 3,58 que ndo podem ser representados nesta aritmética de pontos
flutuantes. Por exemplo: 3,571 ou 3,57437.

1.6.2 Exercicios

Exercicio 20  Preencher a tabela a seguir, com base nos parametros: =3, =10, / =5, §=5
e —5<exp<5.
Numero Truncamento Arredondamento
—-6,48
0,0002175
3498,3
—0,00000001452
2379441,5

OBS. 4: Deve-se converter os valores para a aritmética de ponto flutuante com 3
algarismos significativos.

Nos exercicios seguintes, calcular o valor das expressdes utilizando aritmética de
ponto flutuante com 3 algarismos significativos.

Exercicio 21 (4,26 + 9,24) + 5,04
Resolucio:
Exercicio 22 4,26 + (9,24 + 5,04)

Resolucio:
Exercicio23 (4210 — 4,99) — 0,02
Resolucio:
Exercicio24 4210 — (4,99 + 0,02)

Resolucio:

Exercicio 25 % *(4,0237 — 6,106)

Resolucio:
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-8

2%(4,0237 — 6,106)

Exercicio 26

7
Resolucio:
OBS. 5: Em aritmética de ponto flutuante ndo valem as propriedades associativas nem
distributivas.

Exercicio 27  Sendo B=10, 1=4 e exp €[-5,5], calcule:

10 10
a) 42450 + Y 3; b) )3 +42450.

i=1 i=l

Resolucio:

1.6.3 Exercicios complementares

Nos exercicios seguintes, converter os nimeros para a base decimal, determinando o
valor da variavel x:

Exercicio 28 1100011, = Xi0-

Resolucio:

Exercicio29 1111111, = x,.

Resolucio:

Exercicio 30 1010101, = X0 -

Resolucio:

Exercicio 31  101,0011, = x;,.

Resolucio:
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros 1-9

Exercicio32  0,0111111; = x;,.

Resolucio:

Exercicio 33 1,010011, = X0 -

Resolucio:

Nos exercicios seguintes, converter 0os nimeros para a base bindria, determinando o
valor da variavel x:

Exercicio34  3710= x,.

Resolucio:

Exercicio 35  2345i9= x,.

Resolucio:
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Calculo Numérico Nogdes basicas sobre erros | 1-10

Exercicio 36 ~ Determine x com 36 digitos: 0,1217;9 = x,.

Resolucio:

Exercicio 37  Determine x com 8 digitos: 2,470 = x,.

Resolucio:

e Logo:2,47,0=210+0,47,0=10,+0,01111000, = 10, 01111000s.
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2 Zeros reais de funcoes reais

2.1 Introducao

Dada uma func¢ao real f definida e continua em um intervalo aberto /, chama-se de
zero desta fungdo em /,atodo x € [, tal que f{x ) =0.

Neste capitulo sdo apresentados alguns processos iterativos para calcular de forma
aproximada os zeros reais de uma fun¢do real f dada. Por um processo iterativo entende-se
um processo que calcula uma seqiiéncia de aproximagdes X, x,, X3 ,... da solu¢do desejada. O

calculo de uma nova aproximacao ¢ feito utilizando aproximagoes anteriores. Dizemos que a
seqiiéncia x;,Xx,,X3,... converge para X, se dado €0, 3N € N (N numeros naturais), tal

X, —)_c| <e. Neste caso tem-se que lim x,=X, o que também
n—»0

que qualquer que seja n> N,

poderd ser indicado por x,—>Xx. Nos processos iterativos que serdo apresentados, a
determinagdo dos zeros de uma fungdo real de variavel real seré feita em duas etapas:

e Fase I: Isolar cada zero que se deseja determinar da fungdo f em um intervalo [a,b ],
sendo que cada intervalo devera conter um e somente um zero da func¢do f .

e Fase II: Calculo dos zeros aproximados utilizando um método iterativo, com precisao
prefixada ou ndo.

2.2 Fase I: Isolamento das raizes

Teorema 1 Seja f(x) uma fungdo continua num intervalo [a,b]. Se f(a)- f (b)<0,
entdo existe pelo menos um zerode f (x)entre a e b.
27
y=Ax)

[Fig. 2]: O gréfico de uma funcdo ) = f (X) e seus zeros.

OBS. 6: Sob as hipoteses do teorema 1, o zero x =a sera definido e unico em [a,b ] se
a derivada f"'(x) existir e preservar o sinal dentro do intervalo Ja,b [, isto € se f'(x)>0,
Vxela,b[ou f'(x)<0, Vxe]a,b]|. Isto significa dizer que a funcdo f (x) ¢ estritamente
crescente ou estritamente decrescente, respectivamente, no intervalo Ja,b [.
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y=fx)

[Fig. 3]: Exemplo de uma funcio estritamente crescente num intervalo de @ até b .

Na pesquisa dos zeros reais de fungdes reais ¢ muito util o uso do Erro! A origem da
referéncia nio foi encontrada. (que fornece condicdes de existéncia de zeros em um
intervalo), bem como da Erro! A origem da referéncia nao foi encontrada. (que garante a
unicidade, isto ¢, garante que no intervalo considerado existe um e somente um zero da
funcao f).

Outro recurso bastante empregado ¢€: a partir da equagdo f (x)=0, obter a equacdo
equivalente g(x)=h(x) e esbocar os graficos destas fungdes obtendo os pontos onde as

mesmas se intersectam, pois f (a)=0 < g (a)=4h ().

Exercicio 38 Isolar os zeros da fungdo f (x)=x>—9 x+3.

Resoluciio: Pode-se construir uma tabela de valores para f (x) e analisar os sinais:
X —4 -3 -2 -1 0 1 2 3
S (x)

y=fx)

v

04
-4 [_'3 2 -1

[Fig. 4]: O graficode f(x)= X —9x+3.
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8| /)
oy X
4 3 2 - %1 203 4
[Fig. 5]: Os graficos de g(x) = x> e h(x)=9x-3.
4
y=£x)
X
3 4
[Fig. 6]: O graficode f'(x)= 3x%-9.
Exercicio 39 Isolar os zeros da fungdo f(x)=xInx—-3,2.
Resolucio: Pode-se construir uma tabela de valores para f(x) e analisar os sinais:
X 1 2 3 4
S (x)
Centro Federal de Educagdo Tecnologica do Parana (CEFET-PR) LAURO / NUNES




Calculo Numérico

Zeros reais de fungdes reais | 2-14

A
0,31
02T
0,1t

y=fx)

vk

0
0,1+
02+
03+
044
0,54
0,6+
0,7+
0,8+
0,9+
1,04+

26 28 30 32 34

[Fig. 7]: Grafico da fun¢io f(x)=xInx—-3,2.

4 1(x)

k"

[Fig. 8]: Grafico da fun¢io f'(x)=1+Inx.

Exercicio 40  Isolar os zeros da funcdo f(x)=5logx—2+0,4x.

Resolucio:

Pode-se construir uma tabela de valores para f(x) e analisar os sinais:

1 2 3

X
S ()
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[Fig. 9]: Os graficos de g(x) =5logx e h(x)=2—-0,4x.

Exercicio 41  Isolar os zeros da fungdo f(x)= Jx —5¢7*.

Resolucio: Pode-se construir uma tabela de valores para f(x) e analisar os sinais:
X 0 1 2 3
S (x)
4y
21
g)
14
h(x)
1« 2 30X

[Fig. 10]: Os graficos de g(x) = Jx e h(x)=5¢"
2.3 Fase II: Refinamento - Critérios de Parada

2.3.1Método da Bisseccao (ou Método da Dicotomia)

Este método ¢ normalmente utilizado para diminuir o intervalo que contém o zero da
funcdo, para a aplicagdo de outro método, pois o esforco computacional cresce
demasiadamente quando se aumenta a precisdo exigida.
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O processo consiste em dividir o intervalo que contém o zero ao meio e por aplicacdo
do Teorema 1 , aplicado aos subintervalos resultantes, determinar qual deles contém o zero.

a+b a+b
a’ 9 7b
{ 2 } { 2 }

O processo ¢ repetido para o novo subintervalo até que se obtenha uma precisdo
prefixada. Desta forma, em cada iteracdo o zero da fung¢do ¢ aproximado pelo ponto médio de
cada subintervalo que a contém.

Ay
f&)
L L lfll3 L L
a M T m, b x
o
[Fig. 11]: O método da bissec¢do ou dicotomia.
Assim, na figura anterior tem-se:
a+b a+m m, +m
m1: ,I’I’l2= ,I’l’l3=—,...
2 2 2
Desta forma, o maior erro que se pode cometer na:
) . , (b—a
e [%iteracdo (n=1): é (—2)
. ~ , (b—a
e 2%iteracdo (n=2): é ( > )
. . , (b—a
e 3%iteracdo (n=3): é %
. ~ , (b—a
e n?iteragdo: é b=a)
2I’l

Se o problema exige que o erro cometido seja inferior a um parametro €, determina-se

. . N . . . . (b-a)
a quantidade n de iteragdes encontrando o maior inteiro que satisfaz a inequagao: — <¢g
que se resolve da seguinte maneira:
%Sa = log %S loge =log(b—a)—log 2"< loge = log(b—a)—nlog2 < loge
v > log(b—a)—loge
log 2

. . . . . )
Exercicio42  Determinar um valor aproximado para /5, com erro inferiora 1072
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Resoluciio: Determinar /5 ¢ equivalente a obter o zero positivo da fungdo f(x)=x>-5.

a X b fla) | f(x) S(b) | (b-a)n2

NN N[ R|WIN | —| S

Portanto \/g =~

Exercicio43  Um tanque de comprimento L tem uma sec¢ao transversal no formato de um
semicirculo com raio » (veja a figura). Quando cheio de dgua até uma distancia /# do topo, o

volume V' da agua é: V:L-[O,S mer? —rzarcsen(ﬁj—lu/(r2 —hz)} . Supondo que L=10 ft,
r

r=11fte V=124 ft3 , encontre a profundidade da 4gua no tanque com precisdo de 0,01 f7.

r.
%jh

[Fig. 12]: O tanque de comprimento L .

Resolucio:

Pode-se construir uma tabela de valores para f(x) e analisar os sinais:
h -1 0 1
S(h)
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Para se confirmar a unicidade deste zero neste intervalo, pode-se utilizar a OBS. 6: , isto

¢, calcula-se a derivada f°(h) de f(h) para verificar que a mesma preserva o sinal no
intervalo ]0,1[.

a h b f(a@) AQ)

f(®) (b=a)2

N NN [BR W= S

Assim, & =

2.3.1.1 Algoritmo do Método da Bisseccio

Seja f(x) uma fun¢do continua em um intervalo [a,b], com f(a). f(b)<0 e a raiz de
f(x) isoladaem [a,b ].

nimero maximo de iteragdes (ITMAX).

desejada no nimero méximo de iteragoes.

PASSO 1

Faca i=1
FA=f(a)

PASSO 2

Enquanto i < ITMAX execute os passos de 3 a 6
PASSO 3

Faca x =912 ¢ EX = r(x)
PASSO 4
Se FX=0ou (b-a) < g, entdo

Saida (x ) (Procedimento executado com sucesso)

Dados de Entrada: Pontos extremos a e b do intervalo; precisdo ou tolerancia (€) € o

Saida: Solugdo aproximada x ou mensagem de "solugdo ndo encontrada" com a precisdo
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FIM
PASSO 5
Faca i=i+1
PASSO 6
Se FA'FX > 0 entdo faga a = x e FA=FX
Caso contrario faca b = x
PASSO 7
Saida (Solug@o ndo encontrada com a precisdo exigida)

FIM

2.3.2Método do Ponto Fixo (ou Método da Iteracdo Linear
ou Método das Aproximacodes sucessivas)

Neste método a seqiiéncia de aproximagdes do zero o de uma funcdo f(x)
( f(a)=0) ¢ obtida através de uma relacao de recorréncia da forma:

(Eq.6) Xy =0(x,),n=0,1,2, ...

O ponto x, serd considerado uma aproximagao inicial do zero o da fungdo f(x) e

¢(x) ¢ uma funcdo que tem a como ponto fixo, isto €, a=¢(a) .

A primeira pergunta a ser respondida ¢: dada uma fun¢do f(x) com zero o, como
encontrar uma fun¢do ¢(x) que tenha o como ponto fixo ? Isto pode ser feito através de uma
série de manipulacdes algébricas sobre a equagdo f(x)=0, transformando-a em uma equagao
equivalente da forma x=¢(x). Nestas transformacdes deve-se tomar os devidos cuidados
para que ¢(x) esteja definida em o e para que a pertenca a imagem de ¢ . Como o zero o é
desconhecido, ¢ necessario determinar um intervalo / que contenha o e que esteja contido
tanto no dominio quanto na imagem de ¢. E necessario que o zero o de f(x) seja tnico no
intervalo /, caso contrario ndo sera possivel discernir qual o zero determinado.

y y=x
O (x)

'\Ponto fixo de ¢(x)

(Zero de f(x))

A

/

[Fig. 13]: Um exemplo de uma fun¢io de ponto fixo.

Q
=V
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Exercicio44  Obter algumas funcdes de ponto fixo para a funcio f(x)=x>+x—6.

Resoluciio: Efetuando diferentes manipulagdes algébricas sobre a equacdo f(x)=0 ou

x? + x — 6 =0, pode-se obter diferentes fungdes de ponto fixo, como por exemplo:

No proximo passo algumas destas fungdes serdo utilizadas na tentativa de gerar
seqiiéncias aproximadoras dos zeros o de f(x).

Exercicio45  Aproximar o maior zero da fungdo f(x) =x?> +x—6, utilizando a fungado
d,(x)=46—-x,¢e x,=1,5.
Resolucdo: Neste caso a formula de recorréncia x,,, =¢(x,), n=0, 1, 2, ... sera:

X, =0,(x,)=46—1x, , e pode-se construir a seguinte tabela:

n Xn xn+1:¢2(xn):\/6_xn

RN W N = O

=v

Xy X Tx3x1 6
a=2

[Fig. 14]: Os graficos das fungdes y=x e ¢,(X) =+/6—Xx .
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Exercicio46 ~ Aproximar o maior zero da fungdo f (x):x2 + x—6, utilizando a fun¢ao

b, (x)=6-x%,¢ x,=1,5.

Resolugio:  Neste caso a formula de recorréncia x,,, =0¢(x,), n=0, 1, 2, ... sera:
X, = d,(x,)=6—x>, e pode-se construir a seguinte tabela:
2
" *n xn+1:¢1(xn):6_x
0
1
2
3

b, (x)

[Fig. 15]: Os graficos das fun¢des y=x e ¢;(x)=6— x2.

Assim, os dois exercicios anteriores mostram que dependendo da transformacao
x=¢(x) escolhida, a relacdo de recorréncia x,,; =¢(x,) pode ou ndo fornecer uma
seqiiéncia {x,} convergente. Desta forma, como determinar a priori, quais transformacdes

fornecerdo seqliéncias convergentes? As figuras que seguem ilustram alguns casos onde
ocorrem convergéncia e alguns casos onde ndo ocorrem convergéncia.
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yﬂ

y=x

/(I)(x)

o

X; X, X, X, X

[Fig. 16]: A seqiiéncia {xk } converge para o zero o (Convergéncia do tipo escada).

y A

d(x) \

A

y=x

X

X; X, X, X, X

[Fig. 17]: A seqiiéncia {xk} converge para o zero o (Convergéncia do tipo caracol).

ylk

o) Sl

I oax, X X, X,

=v

[Fig. 18]: A seqiiéncia {xk} nio converge para o zero d.

2-22
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vt \d)(x) y=x

=V

X; X 0X, X,

[Fig. 19]: A seqiiéncia {xk} nio converge para o zero d.
O Teorema que segue estabelece condigdes suficientes para garantir a convergéncia do
processo iterativo.

OBS. 7: Como as condicdes que o teorema que segue sao apenas suficientes, dada uma
funcdo ¢ que ndo satisfaca estas condigdes, ndo se pode garantir que a seqiiéncia gerada

X;,X,,X5, ... diverge.

2.3.2.1 Convergéncia do Método das Aproximacoes Sucessivas

Teorema 2 Seja @ um zero de uma fung¢do f, isolada em um intervalo /=[a,b], e seja ¢

uma fungo tal que ¢(ot)=a. Se:

1) b e ¢ sdo fungdes continuas em /;
i) k = max|¢’ (xX <1
xel

1i1) xpel ex,,=¢x,)el,paran=0,1,2, ...
Entdo a seqiiéncia {xn } converge para o Zero « .

OBS. 8: Para se resolver um problema com o método das aproximagdes sucessivas,
utiliza-se o teorema anterior da seguinte forma: inicialmente determina-se um intervalo /
onde o zero o de f(x)esteja isolado, e uma fungdo ¢ que tenha o como ponto fixo.
Analisando ¢ e ¢' , pode-se verificar se as condicdes i) e ii) do Teorema 2 estdo satisfeitas.

Estas condi¢cdes podem ndo estar satisfeitas pelo fato do intervalo [/ ter sido
superdimensionado. Neste caso procura-se por um intervalo / ° satisfazendo as condic¢des do
teorema. Na demonstracdo do Teorema 2 , que pode ser vista em HUMES, Ana Flora C., et
al. Nogoes de Calculo Numérico. Sao Paulo: McGraw-Hill, p. 16, 1984, tem-se que as

condigdes 1) e ii) garantem que se x, ; € [ entdo |0c —xn|<|0c —x,H|. Entretanto, isto ndo
implica que x, € /. Uma maneira simples para garantir que x, €/ = [a,b] Vn>0¢ tomar
como valor inicial x;, o extremo de / mais proximo do zero a. Na seqiiéncia, serd mostrado

que neste caso x; =¢(x,) €/ : Supondo que a seja o extremo de / mais proximo de o, tem-

se: |x1 - a| <|)cO - a| =|a - OL| £|b —af, logo x; € I. A demonstragdo ¢ andloga para o caso em

que b o extremo de / mais proximo de a.

OBS. 9: A condigdo iii) do Teorema 2 pode ser substituida por: iii’) o zero a € o ponto
médio do intervalo 7 . Na verdade, se para o intervalo I =[a,b], estdo satisfeitas as condi¢des
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i) e ii) do Teorema 2 , e se a estiver mais proximo de o do que de b entdo, denotando
|a - oc| por r, tem-se que para qualquer x, € [a, o+ r] a hipotese iii) do teorema ¢ verificada.

Mais ainda, para todo / :[a,b] nas condi¢des do teorema 2, existe /’c/ tal que qualquer
que seja x, € [’ tem-se que x, € [, n=>1.

OBS. 10: A determinagdo do extremo de / =[a,b] mais proximo do zero o pode ser feito
da seguinte maneira: Suponhamos satisfeitas as hipoteses 1) e ii) do Teorema 2 . Nestas

- .. (a+b f 1 ) N , .
condicdes, seja x:( 5 )(ponto médio do intervalo 7). Sabe-se que ¢(x) esta mais

proximo de o do que x. Se x<¢(x), entdo a esta entre X ¢ b, ou seja, b € o extremo de /
mais proximo de o. Analogamente, se x>¢(X), entdo a € o extremo de / mais proximo de
a. Se x=0¢(x), entdo x € o zero procurado.

a ¥ b R
O®) 1 o
o
a X L b
1 o) ¥
o
[Fig. 20]: Casos em que b é 0 extremo mais proximo de o.
OBS. 11: Sejam dados ¢(x), o e k=max‘¢'(x1 satisfazendo as hipoteses do teorema
xel

anterior. Se x,=¢(x,_;), entdo |0c - xn| < |xn - xn_1| . Desta forma, obtém-se um limitante

1-k
superior para o erro cometido na n -ésima iteragao ( x,, ).

Exercicio47  Verificar as condicdes 1) e ii) do teorema anterior quando do uso da funcao
$,(x) =+/6 —x no exercicio anterior.

Resolucio:
Verificagao da condicao 1):

Verificagao da condigao 1i):

Logo,

Exercicio48  Verificar as condicdes 1) e ii) do teorema anterior quando do uso da funcao
¢ (x)=6—x7.

Resolucio:
Verificagao da condicao 1):
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Verificagao da condigao ii):

Logo,

2.3.2.2 Algoritmo do Método das aproximacgoes sucessivas

Para encontrar uma solugdo para p = ¢(p) dada um aproximacdo inicial p,.

e Dados de Entrada: Aproximacdo inicial p,, precisdo ou tolerdncia (€¢) € o nimero
maximo de iteragoes (ITMAX).

2

e Saida: Solucdo aproximada p ou mensagem de “solu¢do ndo encontrada”.
PASSO 1
Facai=1
PASSO 2
Enquanto i < ITMAX, execute os passos 3 — 6
PASSO 3
Faca p = ¢(p) (calcular p,)
PASSO 4

Se |p—p0|< € entao

Saida ( p ) (procedimento efetuado com sucesso)
FIM
PASSO 5
Facai=i+1
PASSO 6
Faca p, =p (atualize p)
PASSO 7
Saida (solugao nao encontrada apds ITMAX iteracdes)
FIM

OBS. 12: Outros critérios de parada podem ser utilizados:

* |pn _pn—1| <&

Pn— pn—l|
Pn

e |f(p,)<e

® <E€

Exercicio49  Encontrar o zero de f(x)=e* —x* +4 com precisio £¢=107°, utilizando o
método do ponto fixo.
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Resolucio: Pode-se construir uma tabela de valores para f (x) e analisar os sinais:
X -3 -2 -1
S ()

hx)=e"
gx)=x"-4

[Fig. 21]: Os graficos de A(x)=¢" e g(x) = x2-4.

Procurando uma fun¢ao de ponto fixo adequada pode-se fazer:

Verificando as hipdteses 1) e i1) do Teorema 2 :

=V

2-26
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n n+l X+l — Xy

N (= O S

3

Portanto, x =

2.3.3Método de Newton, Newton-Raphson (ou Método das
Tangentes)

Este método ¢ uma particularidade do método das aproximacgdes sucessivas. A idéia é
construir uma funcdo ¢(x) para a qual exista um intervalo contendo o zero o, onde

|¢'(x)| <1. Esta constru¢ao ¢ feita impondo ¢'(a) =0. Como ¢'(x) deve ser uma fungdo

continua, existe sempre uma vizinhanga / de o onde max|¢'(a)| <1.
xel

Obtencdo da funcdo ¢(x): A forma mais geral de x=¢(x) equivalente a f(x)=0 ¢
dada por:

(Eq.7)  x=x+A(x)[(x) = ¢(x)

onde A(x) ¢ uma funcdo continua tal que A(a)# 0. Escolhe-se A(x) de forma que
¢'(a) =0. Derivando-se a (Eq.7), obtém-se ¢'(x)=1+A(x)f"'(x)+ 4'(x)f(x). Calculando
esta derivada no ponto a, obtém-se: ¢'(a) =1+ A(a) /' (). Supondo que f'(a)#0, para que

¢'(a) =0, deve-se ter A(a)=-— f'z ) Assim, uma escolha satisfatoria para A(x) sera
o
portanto:
1
(Eq.8) A(X)=————,umavezque x=a.
/'(x)
Substituindo (Eq.8) em (Eq.7), tem-se:
X
®q9)  o(x)=x —L)
VACY)
Assim, o processo iterativo de Newton ¢ definido por:
(Eq.10) Xx,,,=Xx, —& ,n=0,1,2, ...
S'(x,)
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OBS. 13: A (Eq.10) é valida mesmo que f'(a)=0, uma vez que x, # ..

2.3.3.1 Interpretacdo Geométrica do Método de Newton

O ponto x,,; ¢ obtido tragando-se a tangente ao grafico da fungdo f(x) no ponto
(x,,f(x,)). A intersec¢do da reta tangente com o eixo das abscissas fornece a nova

aproximacdo x,,. Esta interpretacdo justifica o nome de método das tangentes.

Ay
S ()
H e []
i R Xn+1 Xn
[Fig. 22]: Interpretacdo Geométrica do Método de Newton.
tgd=f"(x,) AN =X, =X, ——f'(x”)
Xn =Xt f (xn)
2.3.3.2 Convergéncia do Método de Newton
Teorema 3 Seja f: [a,b]—) R, duas vezes diferenciavel, com f "(x) continua. Suponha

que:

Do fla)r)<0

11) f'(x)#0, Vxela,b]

iii) /"' (x) ndo troca de sinal em [a,b]
Entdo, a seqiiéncia gerada pelas iteragdes do método de Newton-Raphson utilizando a

)

/()

f , isolado em [a,b], se X, € [a,b] for escolhido convenientemente.

funcao ¢(x)= xX— ]j:' ((x)) que equivale a x,,; =x, — converge para o Unico zero o de
X

OBS. 14: Para se escolher o ponto inicial x,, pode-se, por exemplo, fazer x,=a se

¢(a)e [a,b] ou x,=b caso contrario.

2.3.3.3 Algoritmo do Método de Newton

Para encontrar uma solucdo para f(x)=0, dada a derivada de f(x) e uma
aproximagao inicial p.

e Dados de Entrada: Aproximacdo inicial p,, precisdo ou tolerdncia (€¢) € o nimero
maximo de iteragoes (ITMAX).

e Saida: Solu¢do aproximada p ou mensagem de “solucdo ndo encontrada”.
PASSO 1
Facai=1
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PASSO 2:
Enquanto i < ITMAX, execute os passos 3 — 6
PASSO 3
Faga p = p, = f(py)/ f'(py)(calcular p;)
PASSO 4
Se |p—p0| < g entao
Saida (p) (procedimento efetuado com sucesso)
FIM
PASSO 5
Facai=i+1
PASSO 5
Faca p,=p (atualize p)
Passo 7:
Saida (solug¢do nao encontrada apos ITMAX iteragdes)
FIM

OBS. 15: Outros critérios de parada podem ser utilizados:

b |pn _pn71| <&

|pn — P |
« — ——<¢
4|
o |f(p))<e
OBS. 16: O Meétodo de Newton ird falhar se para algum n, f'(p,_;)=0.

Exercicio 50  Encontrar a solugdo para a equagdo x =cosx com precisdo € = 107°.

Resolucio:

Pode-se construir uma tabela de valores para f (x) e analisar os sinais:

X 0 z
2
S(x)

2-29
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4y 2(x)=x

: 3n h(x)=cos x
i ’F 2 . R
1 2ITc 1 x

[Fig. 23]: Os graficos das fungdes g(x)=xe h(x)=cosx.

n+1 |xn+1 X

— o S

\9)

Portanto, x =

2.3.4 Comparacgdo entre os métodos

Nos exercicios seguintes, considerando cada método especificado, determine uma
aproximacao para o zero da fungao.

Exercicio 51  Pelo método da Bissec¢do, determine uma aproximacdo para x €(1,2) da
2
fungdo f(x)=e ™ —cosx com aproximagao 81210_4 tal que (b —a)/2<g,.

Resolucao:

n a X b S| f(x)|f(B)| (b-a)2

O |0 (I N[N |h | W|IN|—
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10
11
12
13
14

Logo, x =

Exercicio 52 Pelo método da Ponto Fixo ou Aproximagdes Sucessivas, determine uma
. ~ p— ~ —_ 2 . ~ —
aproximagdo para x €(1,2) da fungdo f (x)=e * —cosx com aproximacdo g =g, =10 * tal

que | f (x,)l<g, oulx,,—x,|<e,.Utlize x,=1,5.

Resolucio:
n X, X1 Xl = Xy | | f (x0)l Parada
0
1
2
3
4
5
Logo, x =

Exercicio 53 ~ Pelo método de Newton-Raphson, determine uma aproximacgao para x €(1,2)
2
da fungdo f(x)=e* —cosx com aproximagdo g =¢, =10"* tal que | f(x,)l<e, ou

| X, —x,|<e,.Utlize x,=L,5.

Resolucio:
n Xy X1 Xp41= Xy | f (x,)l Parada
0
1
Logo, x =
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3 Resolucao de sistemas de equacoes

lineares

3.1 Introducao

Virios problemas, como calculo de estruturas de redes elétricas e solu¢do de equagdes
diferenciais, recorrem a resolu¢do numérica de um sistema linear S, de n equagdes com n

incognitas.
3.1.1 Forma Algébrica de S,
a Xy + ajpXy + e+ a,X,
Eqil) S, = a2}x1 + czzz.x2 4o az,fx,2
a, X + a, Xy + -+ a,n Xy
ou

n
(Eq12) S,=> a;x;=b,i=1,2,...,n.
j=1

3.1.2 Forma Matricial de Sn

(Eq.13) A-x=b

ayy a4y, X1 by

Ay Ay v Ay, | | Xy | | b

anl an2 ann xn bn
Onde:

e 4 = matriz dos coeficientes;
e x = vetor das incdgnitas (ou vetor solugdo);

e b = vetor dos termos independentes.

3.1.3 Matriz Aumentada ou Matriz Completa do Sistema

ag  ap o, b
Ay Gy - 4y, b
B=[A:b]=| 7' 7 R
anl anZ T ann bn

3.1.4 Solucdio do Sistema

- (=~ = —\T
X=(x, Xy, ..., X,)" .
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3.1.5 Classificagcao de um Sistema Linear
e COMPATIVEL: apresenta solugdes;
e INCOMPATIVEL: caso contrario.

3.1.6 Classificacao quanto ao Determinante de A
e det A#0 (SPD) = sistema linear possivel e determinado (SOLUCAO UNICA);

e det A=0 (SPI) ou (SI): amatriz 4 ¢ SINGULAR.
(SPI) = Sistema possivel e indeterminado,
(SI) = Sistema impossivel.

OBS. 17: Se b,=0, i=1,2, ..., n,isto &, se b=0, o sistema ¢ dito HOMOGENEO. Todo

sistema homogéneo ¢ compativel, pois admite sempre a solucdo x=0. A solugdo ¢ chamada
TRIVIAL.

3.2 Métodos diretos

Sao métodos que determinam a solucdo de um sistema linear com um nimero finito de
operacoes.

Definicdo: Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando possuem a mesma solugao.

3.2.1 Meétodo de Eliminacdo de Gauss

Com (n—1) passos, o sistema linear 4-x=b ¢ transformado num sistema triangular
superior equivalente. Tome det 4 #0 como hipotese.

A-x=b = U -x=c, 0 que se resolve por substituicio.

[A:b]~[U:c]

| |
aypp A4y o 4y :bl Uy Up o Uy :Cl
| |
dyy Ay - a4y, :bz - 0 upy Uz :Cz
: : . : Do
P ' l
Ay Ay Ay :bn 0 0 Upy :Cn
2x1 + 3x2 - X3 =
Exercicio 54  Resolver o sistema S5, com S;=94x; + 4x, — 3x; =
2x1 - 3x2 + X3 = _1
Resolucio:
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e Etapa 1: em B, tome LEO), com 7=1,2,3, como as linhas de B, e al((l)) como pivd e

calculam-se os multiplicadores mflo) (i=2,3).

e Etapa 2: Repete-se o processo para o proximo pivo, situado na diagonal da matriz B, .

Em B, tome LEI), comi=23¢ agz) como pivo.

e Método compacto para a TRIANGULACAO U -x=c:

Linha Multiplicador m Matriz Aumentada | Transformacgao
(1) By, = 2 3 -1 5

2) | m) = 4 4 3 3

3) | m) = 3001 -l

(2) B =

B) | my =

3) B, =

As linhas contendo os pivos formam o sistema U - x=c.

Exercicio 55 Resolver o sistema S, com arredondamento em duas casas decimais, na matriz
aumentada.
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87x, + 3,0x, + 93x; + 1L0x, = 16,4
I L

523x, - 84,0x, — 23,5x; + lldx, = -808

21,0x, - 8L,0x, - 132x; + 2L5x, = —106,3
Resolucio:
Linha Multiplicador m Matriz Aumentada
(1) By = 870 300 930 11,00 1640
2) |mP = 2450 880 11,50 4510  -49,70
(3) | m) = 5230 -8400 -2350 11,40  -80,80
@ | m = 21,00 -81,00 -1320 21,50  -106,30
2 B =
(3) |my =
@) | my =
3) B, =
@) |my =
“4) By =

Entdo 4-x=b = U -x=c =>[4:b]=[U:c].

U-x=c =

Logo: x=

3.2.1.1 Calculo do Residuo

Uma medida para avaliar a precisdo dos calculos ¢ o residuo, que ¢ dado por:

(Eq.14) r=b—Ax.

Exercicio 56  Com base no exercicio anterior, calcular o residuo » do sistema 4-x=b.

Resolucio: r=b-—Ax.

=

3.2.1.2 Algoritmo de Eliminacdo de Gauss

Seja o sistema A-x=b,com A4

nxn >

Sempre supor que a;, #0 na etapa k.

TRIANGULARIZACAO: 4-x=b = U -x=c.

Xpx1 © bnxl .

3-35
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Para k=1,2, ..., (n-1)

FIM

FIM

Para i=(k+1),..., n

a.

m= ik
Ak

al-k :O

Para j=(k+1),..., n

a..=da.. —

y

m*akj

FIM

RESOLUCAO DO SISTEMA U -x=c.

X =

al’ll’l

Para k=(n-1),...,2,1

FIM

s=0

Para j=(k+1),..., n

S=S+akj*)€j

3.2.2 Estratégia de Pivoteamento Completo

3-36

No momento de se calcular o multiplicador m;;, , se o pivo estiver proximo de zero, o

método pode ampliar os erros de arredondamento. Para se contornar estes problemas, escolhe-

se como pivo MAX ‘aij

Dado A-x=b,tome B=[A:b].

ap

as

pl

nl

ap

ay
p2

Ay

alq

azq

rq

nq

aip

ary,

pn

nn

,comi,j=1,2,...,n.
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Seja apszAXaij , (i,j=1, 2, ..., n) o pivd da linha p. Entdo, calcula-se o
4O
multiplicador ml-(;): —%, em cada linha, Vi#p com i=1, 2, ..., n. Assim, anulam-se os
a
P4

elementos a; da coluna g através da operagéo:
1 0),, 7(0) , 7(0
10 ¢ @+ [0+ [0

Eliminando-se a linha pivotal p, repete-se o processo até que se obtenha Lgk) com k

conjuntos de operagdes elementares aplicadas sobre B, onde k=1,2, ..., (n-1).

Exercicio 57  Resolva S, com arredondamento em duas casas decimais, utilizando
eliminacdo de Gauss com pivoteamento completo.

8,7)(1 + 3,0)62 + 9,3)(:3 + 1 I,OX4 = 16,4
A X=b= .
! 523x, — 84,0x, - 235x; + Illdx, = -80,8
21,0x, — 8L,0x, - 132x; + 21,5x, = -106,3
Resolucio:
Linha Multiplicador ~ m Matriz Aumentada
(1) |mY = 870 3,00 930 11,00 16,40
2) |mY) = 2450 -8,80 11,50 -45.10 -49,70
3) By = 52,30 -84,00 -23,50 11,40 -80,80
4) |m = 21,00 -81,00 -1320 21,50 -106,30
H _
6] m1(4) =
2 B =
1
@ | my =
2
M | mp =
(4) B, =
(1) By =

Entdo A-x=b = U -x=c = [A:b]=[U :c].

U-x=c =

3.2.3 Refinamento de Solucgoes

(0) )

a solugdo aproximada para 4-x=b. Obtém-se a solugio melhorada x

8@ em ¥,

Seja x
aplicando-se a corre¢ao
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FOEONNO)

Se 4-xV=p , entdo

A(¥P+8)=b

A-xV44.89=p

= 4-8V=p-4.50

= 4-80=r9 Agsim, 5 vemde[4:r?].
Obtido o & , calcula-se W =xO 450

Repete-se o processo para se obter )_c(z), )?(3), R x® , até que se tenha a precisdo

desejada. Logo, obtém-se o refinamento de forma iterativa pela seguinte equagao:
(Eq.15) xP=xUD450D comi=1,2,...k.
Exercicio 58  Considerando a resposta X do Exercicio 55, faga o refinamento de x até que

se obtenha o residuo *=0, considerando precisio dupla (10™*=0,0001), quatro casas
decimais.

&7x, + 3,0x, + 93x; + 1L0x, = 16,4
PN 24,5x;, - 88x, + 1L5x3 - 45lx, = -49,7
523y, — 84,0x, — 23,5x; + lldx, = —808
21,0x, - 8L,0x, - 132x; + 215x, = -1063
x®=[,01 2,01 -1,01 1,00]
rO=bp-4-39 = rP=[-0,024 -0,042 0,082 0,468]
REFINAMENTO:
20 _ k=D sk-D) A 80D Zp kD g kD oy gk
Resolucio:
o k=1 [4:70]= 89 = sV, 5"
Linha Multiplicador m Matriz Aumentada
(1) B, = 87000 13,0000 93000 11,0000 -0,0240
@) | m = 24,5000 -8,8000 11,5000  -45,1000 -0,0420
3) | mY = 52,3000 -84,0000 -23,5000 11,4000  0,0820
@ | m) = 21,0000 -81,0000 -13,2000 21,5000  0,4680
2) B =
3) | my) =
@) |my =
©) B, =
@) | mi =
4 By =

Considerando 4 casas decimais:
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[4:7P]~

Entio:
[4:70]1= 80 =

Como:
O30 50 _

rV=p-4.50 =

e Logo,

3.3 Métodos iterativos

A solucdo x de um sistema de equagdes lineares A-x=b pode ser obtido resolvendo,
de forma iterativa, o sistema equivalente da forma x=F-x+d , onde F ¢ uma matriz nxn,
x e d vetores nxl. Isto pode ser feito tomando {G(x)=F-x+d,

D = (b(x(k)) =F-x® +4d ,onde £=0,1, ..., M ,e M ¢é o nimero maximo de iteragoes ¢

0)

x© ¢ o vetor inicial.

3.3.1 Testes de parada

(k+1)

O processo iterativo x gera aproximacodes até que:

(k+1) _ x(k)‘
1

; <& ,sendo ¢ a tolerancia; ou

® max
1<i<n

X

o k>M ,sendo M o nimero maximo de iteragdes.

3.3.2 Meétodo de Gauss-Jacobi.
Adaptacdo de A-x=b para x=F-x+d :

allxl + alzxz + e + alnxn = bl
6121)61 + a22x2 + e + a2 X = b2
A-x=p =3 °. : e
ap1 X + aynXo + o+ AppXy = bn
.=
ap
. = by —(ag X +ag3Xs + Ay Xy +-+ a4y, %,
x=F-x+d=1{"? ay,
. = by = (@ Xy + @ypXy + @33+ + Ay X (1))
n -
Ay
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OBS. 18: Para o sistema x = F-x+d , € necessario que a; #0, Vi. Caso isto ndo ocorra,

o sistema A-x=p deve ser reagrupado.

Assim, a formula recursiva x = F - x+d ¢ dada na forma matricial por:

0 G2 _as a4y b ]
x| an an an x| ap
_9r g _% . _% by
2 any any az) 2| fay
X3 |=| a3 Ay 0 as, | *|x;3 |+ b_3
as3 as3 . as3 : as;
. : : : : .
- _anl _an2 _an3 0 - b"
L % Ay Ay i L %nn |
ouainda x*V=F .x®+d o que é equivalente a:
LU by — (a12x§k) + a13x§k) + a14xflk) oot alnxfzk))
1 ap
x§k+1) _ b, - (azlek) + a23x§k) + a24xz(1k) ooy, X8
ay
N . b, — (anlxl(k) + anzxék) + an3x§k) Tt an(n—l)x((rljzl))
" ann

Exercicio 59  Resolva o sistema a seguir, utilizando o método de Gauss-Jacobi, com
xXP=0,,ee=1072=001.

A-x=b=3 x, + 5x, + x3 = -8=x=F-x+d
2x1 + 3x2 + IOXS = 6
Resolucio:
F= ed=

Neste caso a formula de recorréncia fica:

D xP g =
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K xl(k) xgk) xgk) 112%( xl(k) _ xl(k—l)‘

0 0 0 0 -

1

2

3

4

5

6
Com x(0)=[0 0 O]T e €=0,01, o processo convergiu com ........... iteracOes para:
X=

3.3.2.1 Criterio das linhas

Uma condig¢ao suficiente (mas ndo necessaria) para garantir a convergéncia do método
de Gauss-Jacobi aplicado ao sistema 4-x=b,com a;; #0, Vi, ¢

n
(Eq.16) Z‘aij‘< al,i=1,2,3,...,n.
j=1

J#I

Neste caso, a matriz dos coeficientes das incognitas 4 ¢ dita estritamente diagonal
dominante.

Exercicio 60  Verificar se o critério das linhas € satisfeito no sistema de equagdes 4-x=b,

10x, + 2x, + x3 = 7
que segue: A-x=b=7 x;, + 5x, + x3 = -8
2x, + 3x, + 10x; = 6
10 2 1
Resolucio: A=|1 5 1 |=
2 310

Logo, a matriz dos coeficientes 4 ¢ estritamente diagonal dominante, o que garante a
convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema com esta ordem de
equacdes € incognitas.

Exercicio 61  Verificar se o critério das linhas € satisfeito no sistema de equagdes 4-x=b,

X o+ 3x, + x5 = =2
que segue: 4-x=b=15x;, + 2x, + 2x3 = 3
6x, + 8x3 = -6
1 3 1
Resolucio: A=|5 2 2|=>
0 6 8

Logo a matriz dos coeficientes 4 nao é estritamente diagonal dominante. Isto significa
que nao ¢ garantida a convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema
com esta ordem de equagdes e incognitas.

Mas permutando adequadamente as equagdes do sistema, obtém-se o sistema equivalente:
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Logo, esta nova matriz dos coeficientes 4 ¢ estritamente diagonal dominante, o que
garante a convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema com esta nova
ordem de equagdes e incognitas.

3.3.3 Meétodo de Gauss-Seidel.

E semelhante ao método de Gauss-Jacobi, com a diferenca de utilizar x,.(kﬂ) , 1<i<p,

para o calculo de x;k“). Desta forma, as equagdes recursivas ficam:

x1(k+1) _ b, - (a12x§k) + a13x§k) + al4xz(1k) Tt alnxflk)
ap

x§k+1) _ b, - (azlx1(k+l) + a23x§k) + a24xz(1k) ++ay, x P
¥)

x§k+1) _ by — (031x1(k+1) + a32x§k+l) + a34x4(1k) ot a3nx1(1k))
a§3

o B o D g
ann

Exercicio 62 Resolva o sistema a seguir, utilizando o método de Gauss-Seidel, com
xXP=0,,ee=102=0,01,

10)61 + ZX2 + X3 = 7
A-x=b=< x, + 5x, + x3 = -8
2x1 + 3x2 + IOX3 = 6
Resolucio:
Neste caso a formula de recorréncia fica:
xl(k+1) _
(k+1)
x5 =
(k+1)
X3 =
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(k) (k) (k) k) _ (k—l)‘
0 0 0 0 -
1
2
3
4
Com x© :[O 0 O]T e ¢=0,01, o processo convergiu com ......... iteracdes para:
X=

3.3.4 Comparacdo entre os métodos

Exercicio 63  Resolva o sistema A-x=b, utilizando o método de Gauss-Jacobi, com
xP=0, . ee=0,05.
S + x, + x3 =
A-x=b=<3x;, + 4x, + x3 =
3, + 3x, + 6x3 =

Resolucio:
F= ed=

Neste caso a formula de recorréncia fica:

xED=fF . x®Big = xgk“) =

(k+1)
x3 =
(k) (k) (%) k) _ (k—l)‘
0 0 0 -

||| R|a|vblwini—of
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Com x(o):[O 0 O]T e €=0,05, o processo convergiu com ......... iteracdes para:

X =
Exercicio 64 Resolva o sistema A-x=b, utilizando o método de Gauss-Seidel, com
xXP=0 , ee=0,05.

A-x=b=:3x, + 4x, + x3 = 6
3, + 3x, + 6x35 = 0
Resolucio:
Neste caso a formula de recorréncia fica:
xl(k+1) _
(k+1)
x2 -
(k+1)
X3 -
i < ) ) max|x® — x(k—l)‘
1 2 3 1<i<3 '
0 0 0 0 -
1
2
3
Com x© :[0 0 O]T e €=0,05, o processo convergiu com ......... iteracdes para:
X=

3.3.5 Critério de Sassenfeld

Uma condi¢do suficiente para garantir a convergéncia do método de Gauss-Seidel
aplicado ao sistema A4-x=b,com a; #0, Vi, ¢ M <1, sendo M =max§f},, onde:

1<i<n
1 n
Pr=]— 'Z‘al j‘
a| j=
1 i—1 n
B; =— Zaij B+ Z‘aij ,i=2,3,...,n.
g | | j=1 j=i+l
OBS. 19: Se o critério das linhas € satisfeito, entdo o critério de Sassenfeld também sera
satisfeito.

Exercicio 65  Verificar se o critério de Sassenfeld ¢ satisfeito no sistema de equagdes

X + 0,5x, - 0,)x3 + O0Jlx, = 0,2
0,2, + x, - 0,2x3 - 0Olx, = -2,6
A-x=b,quesegue: A-x=b=
-0,lx, - 0,7x, + x3 + 02x, = 10
0,1x1 + 0,3x2 + O,2X3 + X4 = - 2,5
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1 0,5 -01 0,1
0,2 1 -0,2 -0,
-0,1 -0,7 1 0,2
o1 03 0,2 1

Resolucio: A=

1
b H s +ars ] +arall=
ap

1
B, = '[|a21|'Bl +|a23|+|a24|]=
a
1
Bs = -[|a31|-B1 +|a32|-[32 +|“34|]=
asz
1
By = Nlag|-By +|ax|- By +|ass|-Bs1=
g
Entdo, M =maxf};=max {........ D e D e D e b= Logo o critério de

1<i<4
Sassenfeld estd satisfeito, o que garante a convergéncia do método de Gauss-Seidel
aplicado a este sistema.

Exercicio 66 ~ Verificar se o critério de Sassenfeld ¢ satisfeito no sistema de equagdes

A-x=b,que segue: A-x=b= - X + x; =1
X + 3x;3 = 3
Resoluciio: Com esta disposicao de linhas e colunas, tem-se que:
By =— '[|a12|+|a13|]:
ap
1
Bi=— '[|a12|+|al3|] =
apn
1
B, = '[|a21|'51 +|‘lz3 |]:
L))
1
Bs = .[|a31|.[31+|a32|.[32]:
33
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Entdo, M =maxf};=
1<i<3

Centro Federal de Educagdo Tecnologica do Parana (CEFET-PR) LAURO / NUNES




Célculo Numérico Interpolacdo | 4-47

4 Interpolacao

4.1 Interpolacao polinomial

Uma fung¢do f (x) pode ser conhecida por um conjunto finito e discreto de n+1
pontos.

4y ¢’-.“sl (X4, y4) ';f(x)
H ’

o=,

P LN

R (x5, 1)
A Y

v

[Fig. 24]: Interpolacio de f (x) pelo polinomio P (x).

Xi Vi
X | Yo
X B4
X | )
X3 Y3
X4 | Va
Xs | Vs

Para se INTERPOLAR os n+1 pontos obtidos da tabela, ¢ utilizado um polindmio
P,(x) de tal forma que:

(Eq.17) P, (x;)=f(x;)parai=0,1,..., n.

4.1.1 Existéncia e Unicidade do Polinomio Interpolador
P.(x)

Teorema 4 Existe um tnico polindmio P,(x), de grau <n, tal que: P,(x;)=f (x;), com

i=0,1,...,n, desde que X #EX, L]

n
Tome P,(x; ):Zakxik =f(x;) para i=0,1,...,n. Desenvolvendo o sistema
k=0

f(x )=Zakxl.k (i=0,1,...,n), obtém-se:
k=0

ay + axy, + axg + - + axy = [(x) i=0)
ay + ax; + axi + - + ax' = f(x) i=1)
ay + ax, + ax> + - + ax' = f(x,) (i=n)
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Dai, retira-se a matriz dos coeficientes A4 para se calcular as incognitas a;,a,,...,a, .

1 x, x5 Xo

2 n

A I x x bet
1 x, x2 X,

A ¢ uma matriz de VANDERMONDE e, sendo x; com i=0,1,...,n, pontos distintos,

o det 4#0. Assim o sistema admite solugdo tnica.

OBS. 20:
det A=(x, —x,_)*(x,—x, 5 )*...%(x, = X0 )*¥( X, =X, 5 )*( X, — X, _3)*...%(x, ;= X))
*.--*
(03— X ) (03— x; )*( x5 — X )*( X — X )*¥(x — X )*(x— X ) = detAzH(xi _xj)'

>

ENTAO: O polindmio P, (x) existe e € tnico.

4.1.2 Forma de Lagrange

Seja f uma fun¢do tabelada em (n+1) pontos distintos x,,x;,...,x, € seja L;(x)

polindomios de Lagrange de grau n, onde L; ¢ dado por:

no(x—x. 1, =k
Li(x):H((x—);j) de tal forma que Li(xk)z{o z: ;;tk

=0 (Xi =X ’

i

Exercicio 67  Determine L, (x; ) para i=0,1,2, £=0,1,2 e n=2.
Resolucio:

o i=0= Ly(x)= (x—x)(x—x)
(xo —x)(xp — x5)
k=0= Ly(xy)= .

. (x = xp)(x —x,)
o ;=] =
== L) (x; = x)(x; — x5)
k=0= L,(xy)= .

i=2= L,(x)= (x—x)(x—x)
(X3 —x0)(x; —x1)

Para x=x;,com k=0,1,2,...,n, temos:
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P, (x; ):Zyil‘i(xk)

i=0
= i#zk = y;Li(x;)=0
=0
= i=k = y,L(x)=y,
=1

A forma de Lagrange para o polindmio interpolador ¢é:

n Loy (e—x))
(Eq.18) P,(x)=) yL;(x) ou P, (x)=> 5[] -
=0 i oo (xi—x;)
i

Exercicio 68  Interpolar o ponto x=1,5 na tabela abaixo, empregando o polindmio

interpolador de Lagrange.
i 0 1 2 3

x| -1 0 1 2
Vi 1 3 1

Resolucio: n=3 ¢ o grau maximo de B (x).
3
P(x)= yiLi(x) = B(x)=_ .. Lo(x) L+ Ly (x)+ - Ly(x)
i=0
L(x)= 1_[(x x))
];tl
Ly(x)= (r—x)(x—x)(x—2x3)
(g = x)(xg = x)(xg — x3)
_ (r—xp)(x—x)(x—x3) _
hlxE (o = 20 )(x; —2x)(x; — x3)
L (x)= (x—x)(x — x;)(x — x3)
(3 = x9)(x = x)(x, — x3)
Ly(x)= (x — xp)(x —x)(x —x,)
(o3 = x9) (x5 — 2 ) (o3 — xz)
Logo:
B (x)=
= Py(x)=
P(1,5=P(5)=
B (1,5)=
B (1,5)=
Centro Federal de Educagdo Tecnologica do Parand (CEFET-PR) LAURO / NUNES




Célculo Numérico Interpolagdo | 4-50

Ay
2+ E(x)
1 ---------
X
<
a0 1% 2 X

[Fig. 25]: Interpolagdo por Lagrange.

4.1.3 Forma de Newton

A forma de Newton para o polindmio P,(x) que interpola f (x) em xy,X,...,X

no

(n+1) pontos distintos ¢ a seguinte:

(Eq.19) B, (x)=f [xo H(x=x0) f [ X0, % [H(x =X )-(x—x) f [ X0,%, % +...

v (x=xp ) (x=x)) (X =%, f [ X0, X150 %, ]

Onde
- ORDEM
S Ixo 1= 1 (x0)=yo 0
flx x]:f[xﬂ—f[xo]:f(xl)_f(xo):)ﬁ_yo 1
o X1 — X X — Xy X — X
S [xg,%,%,]= S1x15 %] = 1%, %] ,
Xy =X
f[XO’xlax25x3]: f[x1,x2,x3]—f[x0,xl,x2] .
X3 — X
flxp,x x, = SIxs X055 x, 1= f X0 X157 15 %, )
- 05X 500Xy g~

fIxy,%5---,x,] ¢ a DIFERENCA DIVIDIDA de ordem » da fungdo f (x) sobre os n+1

pontos xy, X;,..., X, .
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4.1.3.1 Tabela Pratica (DIFERENCAS DIVIDIDAS)

x | ordem O | ordem 1 ordem 2 | ordem 3 ‘ ... ordem n
xo | fIx] I I
S x0,%]
x| fx] S [x0,%,%,]
S [x,%,] S Lx0,x1, %5, %3]
X | fIx] S x50, %3]
S %, %3] S Ix,%0,x3,x,]
x3 | %] S X552 ]
S lx3,x4] S x5, ]
Xy | S x4]
S IX035 %025 %15 %, ]
S %25 %15%,]
S [%015%,]
X, | Sx,]
Exercicio 69 Interpolar o ponto x=1,5 na tabela abaixo, empregando a forma de Newton.
i 0 1 2 3
x | -1 0 1 2
Vi 1 3 1 1
Resolucio: n=3 ¢ o grau maximo de A (x). Tabela de diferencas divididas:
X ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3
—1
0
1
2
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Py(x)=f [xo J+(x—x0)- f [0, x5 H(x —x0)-(x—x;)- f [ X0, %1, %, ]+
Hx—xp)-(x—x;)-(x=x3)- /[ X9, %, %), %3]

P(x)=

P(x)=

P(x)=

4.2 Estudo de erro na interpolacao

Sejam x,<x;<x,<...<x,, (n+1) pontos. Seja f (x) com derivadas até ordem (7 +1)

para x pertencente ao intervalo [ x,, x,, ].

Seja P, (x) o polindmio interpolador de f (x ) nos pontos x,, x;,X5,...,X,.

Entdo, em qualquer ponto x pertencente ao intervalo [ x,,x,, ], o erro é dado por:

E,(x)=f (x)-F,(x)

(Eq.20) E, (x)=(x—xp)-(x—xp)....(x—x,) (n+1)!

onde &, €(xg,x,).
Esta formula tem uso limitado, pois sdo raras as situagdes em que [ (x) ¢
conhecida e o ponto &, nunca ¢ conhecido.

4.2.1 Estimativa para o Erro

Utilizando a (Eq.20), sendo f“"*"(x) continua em I =[ x,, x, ], pode-se escrever:

|E, (xX)l=]f (x)=F,(x)|

n

H(x_xi) .

i=0

M
|E, (x)I< el onde M, =max| /" ().

(n+D!’

Ao se construir a tabela de diferencas divididas até ordem 7 +1, pode-se usar o maior

. ) . M )
valor em médulo desta ordem como aproximagdo para (—””)' no intervalo 7 =[x, x,,].
n+1).
Entdo:

. maxQDd |)

H(x—xl-)

i=0

(Eq21) |E,(x)=

sendo Dd os valores da tabela de diferencas divididas de ordem (7 +1).

Exercicio 70  Seja f (x) dada em forma de tabela de valores, como segue:

X 0,2 0,34 0,4 0,52 0,6 0,72

f(x) 0,16 0,22 0,27 0,29 0,32 0,37

a) Obter f(0,47) usando um polindomio de grau 2;
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b) Dar uma estimativa para o erro.
Resolucio: Tabela de diferengas divididas:
X ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3

0,2

0,34

0,4

0,52

0,6

0,72
Deve-se escolher 3 pontos proximos de 0,47 para a obtengdo de P, (x).
Py (x)=f [xo J+(x=x0)- f [x0, % H(x—x0)-(x—xp)- f [ %0, %, %, ]
Py (x)=
Py (x)=
a) K(047)= ... .. = f(0,47)

b) | E, (0,47)|~

| E,(0,47)|~

Exercicio 71 Prove a igualdade seguinte.

ROO=f (o)=L f ()=
0 1 1 0

=f [x H(x=x0) f [ x9,%]

Resolucio:

x | ordem O ordem 1

X | fxl=...

4-53

x | flal=... = | B(x)=f [xJ+(x=x0) [ [%9,%]
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& B(x)=
& B(x)=
& B(x)=
o | B(x)=f(x)—+f(x)
X0 —X

X=X

X1 =X

4.3 Interpolacio inversa: casos existentes

O problema da interpolagdo inversa consiste em: dado y €( f (x,), f (x,

talque f(x)=y.

)), obter X,

Sdo duas, as formas de se obter X . A primeira ¢ encontrar X tal que P,(x)=y; A

segunda ¢ fazer a propria interpolacdo inversa, utilizando para isso, os valores de y .

4.3.1 Encontrar x tal que r, ()

Obter P,(x) que interpola f (x) em Xxy,Xx;,X,,...,X, € em seguida encontrar X , tal

que f(X)=y.
OBS. 21: X obtido desta forma ndo permite se estimar o erro.

Exercicio 72 Encontre x tal que f (x )=2 pela tabela abaixo:

X 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

1,0

S (x) 1,65 1,82 2,01 2,23 2,46

2,72

Resolucio:
Fazendo interpolagdo linear por x,=0,6 ¢ x,=0,7:

P (x)=f(xp) +1(x)
1

X —
Xo—X X — X
A(x)=
B(x)=
A(x)=
R(x)=2

X

4.3.2 Interpolacdao inversa

Se f (x) for inversivel num intervalo contendo 7, entdo x= /"' (y)=g ().

Condi¢ao para a inversdo de f (x): f ¢ continua e monétona crescente (decrescente)

num intervalo [a,b ].
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Dado f (x) continua em (x,,x,), entdo f (x) serd admitida mondtona crescente se

f(xy)< f(x)<...< f(x,)emonotona decrescente se f (xy)> f(x;)>...> f(x,).

Respeitadas as condigdes dadas acima, serd obtido o polindmio P,(y) que interpola

g(y)=f"(y)sobre [ yy,,]1

Exercicio 73

Considere a tabela a seguir:

X

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

y=e

1

1,1052

1,2214

1,3499

1,4918

1,6487

Obter x, tal que e* =1,3165, usando um processo de interpolagdo quadratica. Usar a forma de

Newton para obter P, (y ). Construir a tabela de diferengas divididas.

Resolucio:

y ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3

1

1,1052

1,2214

1,3499

1,4918

1,6487

P(y)=glyoH(y=y0) g[yo-n1Hy=y0)(y=3) &g yo, 15121

P(y)=
P, (1,3165)=

Assim, g ~1,3165 Na calculadora = 1,316359.

Erro cometido:
M3
| E, (y) < \(y—yo)-(y—yl)-(y—yz)l-7

|E,(1,3165)| <
|E,(1,3165)| <

= M3:max|g"'(J’) » Y ElYo, 1 ]

(tabela de diferencas divididas de ordem 3).

1° Caso: % pode ser aproximado por

| E;(1,3165) = = |Ey(y)l =

2°Caso: f(x)=€" = g(y)=/"(y)=Iny
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=
Logo: M;=

|E,(1,3165)] <

4.4 Funcoes spline em interpolacao

. 2i
> tabelada no intervalo [-1,1] nos pontos x; :—1+—l, com
1+25x n

Considere f (x)=

1=0,1,....,n.
No grafico abaixo, pode ser observada a fungdo f (x) e o polindbmio A,(x) que

interpola o conjunto discreto de pontos para n=10.

X -1,0 | 0,8 | 0,6 | -04 | 0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

f(x)]0,038]0,059| 0,1 0,2 0,5 1,0 0,5 0,2 0,1 |0,059| 0,038

y

3.
o]

[Fig. 26]: Grafico do polindmio F(x) interpolando f(x).

Em certos casos, a aproximagdo por P,(x) pode ser desastrosa. Uma alternativa ¢é
interpolar f (x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polindmios de graus menores, €

impor condigdes para que a fun¢do de aproximacao seja continua e tenha derivadas continuas
até uma certa ordem.

4.4.1 Funcdo Spline

Considere a fungdo f (x) tabelada nos pontos x,<x; <x,<...<X,,.

Uma fungdo S,(x) ¢ denominada SPLINE DE GRAU p com nés nos pontos x;,

com i=0,1,...,n, se satisfaz as 3 seguintes condic¢oes:
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1) Em cada subintervalo [x;,x;,,], com i=0,1,....(n—1), §,(x) € um polindmio de grau p

representado por s, (x).

2) §,(x) ¢ continua e tem derivada continua até ordem (p —1) em [a,b ].

3) Sp(xi):f(xi)5 com I

=0,1,...,n.

Nestes termos, S, (x) ¢ denominada SPLINE INTERPOLANTE.

4.4.2 Spline linear interpolante

E representada por

Sy (X))}

S, (x) pode ser escrita em cada subintervalo [ x;_;, x; ], com i=1,2,...,n como:

(Eq.22)

s;i(x)=71 (x;1)

Xj

Xi-1

Xi-1

Tt f(x)

, Vxel[x;_p,x; ]
xl—l

X —

S, (x) definida dessa forma satisfaz as condi¢des 1) ,2) e 3).

Exercicio 74

Achar a funcao spline linear que interpola a funcdo f (x) tabelada a seguir.

X0 X1 X X3
X 1 2 5 7
y=f(x) 1 2 3 2,5

=v

[Fig. 27]: Spline linear interpolando 4 pontos.

Resolucio:

$2(x) e s3(x).

xl_.x

Pela defini¢do, pode-se definir 3 splines lineares para os 4 pontos: s;(x),

x_xO

s1(x )=y +)
X1 —Xo

sp(x)=

Xy —X

X1 —Xo

X=X

s (x)=n +);

Xy =X

sy (x)=

X3 —

Xy =X

X=X,

s3(x )=y, + V3

X3 =Xy

X3 =Xy

‘ Centro Federal de Educagao

Tecnologica do Parand (CEFET-PR) LAURO / NUNES




| Célculo Numérico Interpolagdo | 4-58

$3(x)= = [53(x)= R B —

Entdo, no intervalo [a,b ]=[1,7], a spline linear S, (x) ¢ dada por:

Si(x)=

4.4.3 Spline cubica interpolante

E representada por | S5 (x ).

A spline linear tem derivada primeira descontinua nos nos. A spline quadratica S, (x)

tem derivadas continuas até ordem 1, portanto, pode ter picos ou troca abrupta de curvatura
nos nos.

A spline cubica S;(x) € mais utilizada por ter derivadas primeira e segunda continuas,

que faz S;(x) ser mais suave nos nos.

Suponha f (x) dada por x;, com i=0,1,...,n.

Tome S;(x) como spline ciibica de f (x) nos nds x;, caso existam n polindmios de
grau 3 definidos em cada subintervalo k por s, (x), com k=1,2,...,n. Entdo a spline ctibica

S5 (x) deve satisfazer as 5 igualdades seguintes:

1) S3(x)=s,(x)para x €[x,_;,x; ], k=1,2,....,n.
2) S3(x;)=f(x;),com i=0,1,...,n.

3) s (xp)=8p4 (X)), k=1,2,..(n-1).

4)  s5,.(x)=8p,1(x), k=1,2,...(n-1).

5) sp(x =87 (x), £=1,2,...,(n-1).

Em cada intervalo [ x;_;,x; ], s, (x) serd dada por:

(Eq.23) |5, (x)=a, (x—x;, Y+b, (x—x, )+, (x—x; )+d, |, com k=1,2,...,n.

Sao 4 coeficientes para cada £ a serem determinados.
Tome a notagdo /s, =x; —x;,_;, para x=x;_;.
Condigdo 1) : ¢ satisfeita pela defini¢do de s, (x).
Para a condigdo 2) , tem-se as equagdes:
(Eq24) d,=f(x)=s5,(x), k=1,2,....n.
(Eq.25) 5,(x)=f (x) = —a, hi+b, hi —c, hy+d,=f (xy), k=1.

Condicdo 3) para k=1,2,...,(n-1).
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Se1 (X )= 1 ()
(Bq.26) —aj .y By o+ by B = B+ dia =1 ().
Para as condi¢des 4) e 5), tome as derivadas:
(Eq.27) 83 (x)=3a, (x—x, ) 4+2b, (x—x, )+c;.
(Eq.28) sp(x)=6a,(x—x;,)+2b,.

Para x=x, = s} (x;)=2b, . Assim, o coeficiente b, ¢ dado por:
(Eq29) b, ="Kk (;k) :

Para x:xk_l jm— S]’C,(xk_l):_6ak hk+2bk'

2b; = s (1) sp(x) =3 (%)

a;= =
g 6h, 6h,

Impondo a condicdo 5) , sy (x;_;)=s7_;(x;_;), obtém-se:

_ 8P Og) =8P ()
6h,

(Eq.30) a, , com sy (x, ) arbitraria.

Na obtengao de ¢, , utilizam-se as equagoes (Eq.25) e (Eq.26):
B — O ) —aghy +byhi +d,

Ck A s d=f(x;)
k
BAC/Y N ACTRY —(a, h3—b, hy), substituindo a, e b, obtém-se:

Y k Mk — Dy Ny, k€ D
k

c SO - SOgn) [ sPOg) = sEo (1) i AN A

k= k k
I, 6 2

Dai, ¢, pode ser dado por:

- 252(x,)-hy +57 (x, ) h
(Eq.31) ck:f(xk) f(xk_1)+ P () -y + 572 () k.
hy 6
Na obtengao dos coeficientes, tome y, =f (x;)e g, =s7(x;).

8k — 8k-1
(Eq32) a,=°K Sk
1 KT on,

gk
Eq.33 b, =2~
(Eq.33) 0y )

(Eq.34) c;=
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Impondo a ultima condi¢do 4) , s} (x;)=s},;(x;), com k=1,2,...(n—1), conclui-se
que:

Para x=x, = s} (x; )=c,, entdo:
1 =3 ag M —2by by +cpn
= Cpn=Cp 3 g Hi 205 By
Fazendo-se algumas substitui¢des, através das equagoes (Eq.32), (Eq.33) e (Eq.34):

Skl

Vierl =Yk 2h 181 + &ikn VeV 28k + 8rahy 38k ~ &k By 42
6 +

Pysr 6 hy

Dai, chega-se a (Eq.36):

(Eq.36) |7y gy +2( Ny +hyyy) et M1 &1 =6 [yk;ll — Ve Ji ;lyk_l J ,com k=1,2,...(n-1).
k+1 k

A equacdo (Eq.36) ¢ um sistema de equacgdes lineares 4 g=b, onde k=1,2,...,(n—1).
A ordem do sistema €: A4, _1yxn+1)> &ty € Dty -

Pela variacdo de &, o sistema 4 g=»b ¢ indeterminado. Para se resolver o sistema, de

forma unica, ¢ necessario impor mais duas condigdes, apresentadas nas trés alternativas a
seguir.

1? Spline Natural = nos extremos, S, (x,) € aproximadamente linear.
p 3% p

S5 (x0)=89=0
S5 (x,)=8,=0

(2%  Nos extremos, S;(x) é aproximadamente parabola.
g0=81
En=8n-1

(3*)  Nos extremos, ¢ dada uma inclinagdo 1, e [, para S;(x).
Sy(x0)=1y = s3(x0)=1, = 3a, hi=2b, hy+c,=1,
S3(x,)=1, = 5, (x,)=1, = cy=1,.

Nas alternativas (1%) e (2°), sdo eliminadas duas variaveis, g, ¢ g,. Assim 4 g=b ¢

SPD, sendo que, o sistema € dado na ordem: A,_j),n-1y> &u-1yx1 € By -

Na alternativa (3%), sdo acrescentadas duas equagdes. Assim 4 g=b ¢é SPD, sendo
que, o sistema ¢ dado na ordem: A, ) n+1y> syt € Dty -

Exercicio 75  Encontrar uma aproximacao para f(0,25) por spline cubica natural,
interpolando a tabela:

Xo X X2 X3 X4
x 0 0,5 1,0 1,5 2,0
y=f(x) 3 1,8616 | —0,5571 | —4,1987 | —9,0536
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Resolucio: n=4, logo, procura-se s;(x), s,(x), s3(x)e s,4(x).
Spline Natural = k=1,2,...,(n—-1) = k=1,2,3 = Utilizando a (Eq.36), segue que:

(Eq.36) = hyg 1 +2(hy +hy ) g+ Ry 18p =6 Do Z ke Ik = Vi
hk+1 hk

Desenvolvendo o sistema 4 g=b:

.......... & + ....& t ...8 =
.......... g t+ ..& * .8 =
.......... g& + ..& T ..8 =
80=84=.. (Spline Natural).
Entio,
g1l |
Ag=b= 82 [T ol
8]
Substituindo os valores:
1| | e
&2 |T| v = 87|
& L L

Forma geral de s;(x) = |s,(x)=a,(x—x; ) +b,(x—x;)+¢,(x—x;)+d,|, com i=123,4.
f(0525) ~ Sl (0’25)

a,= = a,=

1 6 1= s

g
bl_?l_ .......... = b=..
cl_)ﬁ_yo 2hg, + goh _ = ¢ =
7 6 e 7 T

di=y=_. =>d=..
Logo, 5,(0,25)= .
=>15(025= .. . ~ f(0,25)]
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Considerando os préoximos 5 exercicios, encontrar uma aproximacao para f (x) por
spline cubica natural, interpolando a tabela:

Xy X, X, X3 X4
X 0 0,5 1,0 1,5 2,0
y=f(x) 3 1,8616 | —0,5571 | —4,1987 | -9,0536
n=4, logo, procura-se s;(x), s,(x), s3(x)e s,4(x).
Do exercicio anterior, a forma geral de s;(x ) ¢ dada por:
s;(x)=a,(x=x,)+b,(x—x,)+¢;(x—x,)+d,}, com i=1,2734.
Exercicio76 £ (0,8).
Resolucio:
/(0,8)~ 5,(0,8)
82~ &
a,=°2=—°>"= = a,=
2 oh 27 s
g
b2=72 .......... = by=.
Cz—yz_yl 2hg26+g1h .......... = €27
dy=y=. = dy=...
Logo, 5,(0.8)= ..
=15,0.8)= . ... ~ f(0,8)
Exercicio77 £ (1,1)
Resolucio:
S (LD~ s5(1,1)
8~ 8
A, =222 = = a5=
3 6h 37
g
53273— .......... = by= ..
c}_y3—y2 2hg36+g2h: .......... = 037
d3=y3=.. = d3=_ .
Logo, s5(1,1)=—0,7137(=0,4)’-3,1260(~0,4)*~8,6678(—0,4)—4,1987
=|s3(LD= .. .. ~ f(LD)}
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f(1,2).

Exercicio 78

Resolucio:
S (1,2) = 55(1,2)

f(1,3).

Exercicio 79

Resolucio:
S (1,3) = 55(1,3)

= S3(1,3):

f(L7).

Exercicio 80

Resolucio:
ST~ s4(1,7)

= S4 (1,7):
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S Ajuste de curvas pelo método dos
minimos quadrados

5.1 Introducao

Uma forma de se trabalhar com uma fun¢do definida por uma tabela de valores ¢ a
interpolacdo. Contudo, a interpolagao pode nao ser aconselhavel quando:

E preciso obter um valor aproximado da fungdo em algum ponto fora do intervalo de
tabelamento (extrapolagdo).

Os valores tabelados sdo resultado de experimentos fisicos, pois estes valores poderdo conter
erros inerentes que, em geral, ndo sao previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas fungdes tabeladas uma funcao que seja
uma “boa aproximacao” para as mesmas € que nos permita “extrapolar” com certa margem de
seguranga.

Assim, o objetivo deste processo ¢ aproximar uma fungdo f por outra fungdo g,
escolhida de uma familia de fungdes em duas situacdes distintas:

Dominio discreto: quando a fun¢do f ¢ dada por uma tabela de valores.
y

A

X
[Fig. 28]: Dominio discreto
Dominio continuo: quando a fungdo f ¢ dada por sua forma analitica.
A y
y=flx)
X

[Fig. 29]: Dominio continuo
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5.2 Caso Discreto

O problema do ajuste de curvas no caso em que se tem uma tabela de pontos:

X, X, X3 X,

S(x) | f () | S (x3) S (x,)
com x;, X,, X3, ... , X,, €[a,b], consiste em: “escolhidas” n fung¢des continuas g,(x),
g,(x), g3(x), ... ,g,(x), continuas em [a,b ], obter n constantes o, &,, O3, ... ,0,

tais que a fungdo g(x)=a, g,(x)+ao, g,(x)+o; g;(x)+ ... +a, g,(x) se aproxime ao
maximo de f(x).

Este modelo matematico ¢ linear pois os coeficientes que devem ser determinados o,
o,, o3, ... ,0, aparecem linearmente, embora as fungdes g,(x), g,(x), g;(x), ...

, g, (x) possam ser ndo lineares.

Surge entdo a primeira pergunta: Como escolher as fung¢des continuas g;(x), g, (x),
g3(x),...,g,(x)?

Esta escolha pode ser feita observando o grafico dos pontos tabelados (diagrama de
dispersao) ou baseando-se em fundamentos teoricos do experimento que forneceu a tabela.

Seja d;=f (x; )—g(x;)odesvioem x, .

O método dos minimos quadrados consiste em escolher os coeficientes a,, o,, o5,

... ,o., de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima, isto é:
m m

Zd,f =Z[f(xk)—g(xk )I* deve ser minimo.

k=1 k=1

Assim, os coeficientes o, a,, a3, ... ,a, que fazem com que g (x) se aproxime ao
maximo de f (x), sdo os que minimizam a fung¢ao:

F(Oﬁpaz,OC3a-~-a0‘n)=2[f(xk)—g(xk)]2 =

k=1

D) — o () — 0,85 () — a3 g3 () =+ — 0, 8, (X )1
k=1

N d

UEH) S *

\ dk * )
\. °
* Tg(xk) x
xk ‘ >

[Fig. 30]: O método do minimos quadrados

Para isto € necessario que:
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OF )
a—(ocl,ocz,(x3, -,o,)=0, j=1,2,3,...,n,Iisto &
o

J

oF
—(OLI,(XZ,OL3, : ,Otn)=

oo ;

J

2'Z[f(xk)_algl(xk)_a2g2(xk)_"'_(xngn(xk)]'[_gj(xk)]:0= J=1,2,3,...,n
k=1

ou

Z[f(xk)_algl(xk)_a2g2(xk)_'”_angn(xk)]'[gj(xk)]z(),

k=1

j=1,2,3,...,n

Assim, tem-se o seguinte sistema de n equagdes lineares com 7 incognitas o, o,

O3, .en 0,0

D () =g () = 0,85 () = =, 8, ()] [£1(x)] = 0

k=1

Z[f(xk)—Ohgl(xk)—azgz(xk)—"'—angn(xk)]'[gz(xk)]:0

(Eq.37) )

Z[f(xk)_algl(xk)_a2g2(xk)_"'_angn(xk)]'[gn(xk)]:O

k=l

Que ¢ equivalente a:

Zgl(xk) gl(xk)} oLy {Zgl(xk) gn(xk)} o, —Zgl(xk) S xp)

k=1
(Eq.38) ;gz(xk) gl(xk) Oy et ;gz(xk) gn(xk) : sz_: g2 (xp) - f(x;)
zgn(xk) gl(xk) Oyt t Zgn(xk) gn(xk) a, :zgn(xk)'f(xk)

| k=1 | k=1 k=1

As equagoes deste sistema linear sdo chamadas de equagdes normais.

Este sistema pode ser escrito na forma matricial 4-a=b:

Aiyg, + Aipg, + 0+ oapo, = b
Arlg, T d2q, + 0t 4,0, b,
anlal + an2(12 o+ oaqya, = bn
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onde 4=(ay;) tal que a; :zgi(xk)-gj(xk) :Zgj(xk)-gi(xk):aﬁ ,ouseja, 4 ¢
k=1 k=1
uma matriz simétrica;

o =[o,00, 50,17 € b=[b,b,,,b,1" étal que b =Y g;(x;)- f(x;).
k=1

m
Lembrando que, dados os vetores x € y €R™ o namero real (x,y) =2xk Y, €
k=1
chamado de produto escalar de x por y, e usando esta notacdo no sistema normal 4-a=>,

tem-se: a; =(g;,8;) ¢ b, =(g,,f) onde:
g, ¢ovetor [g,(x) g/(x;) g/(x3) - gl(xm)]T e
[ éovetor [f(x) f(xy) f(x3) - fCx,)I".

Desta forma o sistema na forma matricial fica:

(81,810 (81,82 = (81,&) || % (&> /)

g a_ g 9_ g a_n 0 25, f

(Eq.39) <g2.g1> (g2.g2> (gz.g ) ) .2 _ <g2.,f>

<§n’§l> <§n,§2> <§n,§n> (x’n <§,1,]?>
Demonstra-se que, se as fungdes g,(x), g,(x), g3(x), ..., g, (x) forem tais que os

vetores g;,82,,83," " »Z,» s€jam linearmente independentes (LI), entdo det 4 #0 e o sistema
de equagdes ¢ possivel e determinado (SPD). Demonstra-se ainda que a solugdo unica deste
sistema, o, a,, O3, ... ,0, ¢ 0 ponto em que a fun¢do F (a,,a,,03,...,0,) atinge seu
valor minimo.

OBS. 22: Se os vetores g,,2,,23,"'»Z,, forem ortogonais entre si, isto €, se
(81,8;)=0sei#j e (g,g;)#0se i=j,amatriz dos coeficientes A serd uma matriz
diagonal, o que facilita a resolucdo do sistema 4-o=5.

Exercicio 81  (Regressdo Linear) Ajustar os dados da tabela abaixo através de uma reta.

i 1 2 3 4 5
X; 1,3 3.4 5,1 6.8 8,0
f(xi) 290 572 3,8 6,1 5,8
Resolucio: Fazendo g(x)=o0,-g;(x)+a,-g,(x) e considerando g(x)=__ €
g(x)= . , tem-se: g(x)=

Assim, a reta que melhor se ajusta aos valores da tabela tera coeficientes o, e a,, que
sdo solucao do seguinte sistema na forma matricial:

{(gngﬁ <§19§2>]{0‘1}:{<§1af_>}
(£2,81) (82,82 | %y <§2sf_>
T

§1=[ ]
gz =[ ]T
f=l 1
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<§1 ’§1> =
<§19<§2> =
<§2a§1> =
<§29§2> =
(&1./) =
(820/)=

Assim,

Logo a equagdo da reta procurada é:
g(x)=

Exercicio 82  Ajustar os dados da tabela através da pardbola g(x)=x2:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X; -1 {-0,75| -0,6 | -0,5 | -0,3 0 0,2 04 0,5 0,7 1

f(x;))| 2,05 | 1,153 ] 045 | 04 0,5 0 0,2 0,6 (0,512] 1,2 | 2,05

Aky
4 2 ’
\ ‘
\ /
\‘ '}
\ !
A ¥
\‘ 1.. "
' ’
) ]
A 7
\‘ P
.o“ ¢ 'I‘
\) U
\“~ :'l
-1 1 x
[Fig. 31]: Diagrama de dispersao.

Resolucio: Fazendo g(x)=a,; g,(x) e considerando  g;(x)= x?,  obtém-se
gx)=_._ . Assim, para se obter a pardbola que melhor se ajusta aos pontos da
tabela, serd necessario encontrar o, do sistema:
[<§1,§1>]~[0{1]= [<f9§1>]

- T
g =l ]
7 T
f=[ ]
(g1,81) =

(g laf )=

Assim, o, =
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Logo a equagao da parabola procurada é: g(x)=

Exercicio83  Ajustar os dados da tabela abaixo por um polindmio do segundo grau

g(x)=a1+a2-x+oc3~x2.

i 1 2 3 4
f(x;) 1 -3 1 9
Resolucdo:  Neste caso tem-se que: g(x)=__ s &(X)=_ .. e g3(x)=_...

(€,8) (2,8) (@& |[a] [@6h)
(87-81) (82:82) (&€2,83) ||y |= <§2an>
(23,810 (€3,22) (83,830 |3 (&3,

§1:[

gzz[

]T
]T

§3=[

]T

f=l

<§13§1>:

]T

<§19§2> =

<g_2ag_1>:

<§19§3> =

<§33§1> =

<§29§2> =

<§2a§3> =

<§35§2> =

<g_35g3> =

<glaf>:

<§2,f> =

<§39]_(> =

Assim,

Logo a equagdo da parabola procurada é:

g(x)=
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5.3 Caso Continuo

No caso continuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma fungado
f(x), continua em [a,b] e escolhidas as fungdes g,(x),g,(x),g5(x),...,g,(x), todas
continuas em [a,b], determinar constantes o,,0,,05,...,0, de modo que a fungdo
g(x)=0,; g(x)H+a, g,(x)+os g3(x)+...+a, g,(x) se aproxime ao maximo de f (x) no
intervalo [a,b].

Seguindo o critério dos minimos quadrados para o conceito de proximidade entre

f(x) e g(x), os coeficientes o,,0t,,03,...,0, a serem obtidos sdo tais que

Ib[f(x) — g(x)]?dx seja o menor possivel.

Para achar a tal que g (x)= f (x), tome:
(17 ()= gIPdv=F (@)=F (0.0, t5.....01,).

Encontram-se os pontos criticos de F (a):
oF

80Lj

(0)=0, j=1,2,....n.

b 2 b 2 2
Mas, F (0)=[ 1/(x)=g)ldr=] 1/(x)* =2/ (x)g(x) + g(x)" ix
= F(a)= ij(x)zdx -2 J-jf(x)g(x)dx + Ijg(x)zdx )

Ao desenvolver aa—F (=0, j=1,2,...,n, obtém-se:
oL -
J

b 5 b b
[J‘a 8 (x)dxj|a1 +oee A [J‘a gl(x)gn(x)dlean = L S (x)g(x)dx
e A P N W ey
\ . . \ X . \ :
Jawa@ile + v | [lgedde, = [ e, e

Este € um sistema linear 4 =5 de ordem 7.

b
A=(ay; ) tal que aij:J‘ gi(x)g;(X)dx=a; = |a;=a;|

A é SIMETRICA. o=(o;,0,,0;3,....0,) € b=(b,b,,b;,...,b), tal que
b
bi=[ S (g (x)dx.
Usando a defini¢cdo de produto escalar de duas fungdes p(x) e ¢g(x) no intervalo

[a,b]por {p,q)= Ibp(x) -q(x)dx , o sistema A a=>b fica:

(Eq40) A=(a; )=<gl-,gj> e b=(b)=(/.g;).
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Exercicio 84  Aproximar a fungdo f (x)=4x> por um polinémio do primeiro grau, uma reta,
no intervalo [0,1].

Resolucio:
g(x)=o; g (x)ta, g,(x)= isto €, g1 (x)=_ .. e g(x)=_ .. .

Aa:b:{an a12:|_|:a1}:|:b1:|:>|:<g13g1> <g1,gz>]{a1}={<ﬂg1>}
ay Ay | & b, (82,817 (€2:82)] | %, (f>82)

a;,=(g1,&1)=..

a;,=(g1,82)=(82,81) == ..
ay)=(g2+82)=....
b=(f>g1)=..

by=(f>82)=...

Ao=b =

Logo:

g(x)= ~ f(x)=4x> em [0,1].

Exercicio 85  Aproximar a fungdo f (x)=e" no intervalo [0,1] por uma reta.

Resolucio:
g(x)=o g (x)ta, g,(x)= Jisto €, g1 (x)=_ . € g&(x)=_ .. .

Aa:b:{an a12:|_|:a1}:|:b1:|:>|:<g13g1> <g1,gz>]{a1}={<ﬂg1>}
ayp Ay | & b, (82,817 (€2:82)] | %, (f>82)

a;=(g1,&1)=.

a;,=(81,82)=(82-81) =0y = ...

Ay =(g2582)=.....

b=(f>g)=...

by=(f+82)=..
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Usando o método de integragdo por partes em b, : j u-dv=u-v— j v-du

g(x)= ~ f(x)=¢" em[0,1].

5.4 Familia de Funcoes Nao Lineares nos
Parametros

Em alguns casos, a familia de fungdes escolhidas pode ser nao linear nos parametros,

m

isto ¢, g (x) ndo ¢ da forma Zoc © - (%) . Nestes casos ¢ preciso efetuar uma “lineariza¢do”,
k=1

através de transformagdes convenientes.

Exemplos:
1% f(x)=a;-e™ =g (x)

Inf(x)~In o -e" =Ina;+a, -x=G (x).

Fazendo Ina, =g, ¢ a, =a,, tem-se: G (x)=a,+a, -x,

Desta forma G (x)=In f (x), sendo que G (x) ¢ linear nos parametros a, € a,.
2) f(x)x————=g(x)

Otl +a2'x

%OLI-}-OCZ‘X:G(X).

f(x)

Fazendo o, =q, ¢ a, =a,, tem-se: G (x)=a,+a, - x,

Desta forma G (x )~ , sendo que G (x) ¢ linear nos parametros a, € a,.

39 f (0= tay x=g(x)
P (x)=a,+a, x=G (x).
Fazendo o, =q, ¢ a, =a,, tem-se: G (x)=a,+a, - x,

Desta forma G (x )~ /2 (x), sendo que G (x) ¢ linear nos parAmetros a, e a,.
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Exercicio 86  Ajustar os

g(x)=a,-e"".

segue por uma funcdo da forma

dados da tabela que
X 0 1 2
f(x) 1 0,5 0,7

Resolucio:

exemplo anterior, tem-se:

{@,go <§1,§2>Ha1}:{<
(€2,81) (€2:82)] | @ (

@}
&)

§1:[ ]T

gzz[

=[

]T

(81,81)=

Desta forma, “linearizando” a fung¢do g(x)=0,-e"*", como no primeiro

<§1,§2>:

(g_2,§1> :<§1s§2> R

<§2’§2>=

=|g(x)=

~ f(x).

Os parametros assim obtidos ndo sdo otimos dentro do critério dos minimos
quadrados, isto porque estamos ajustando o problema linearizado por minimos quadrados e
ndo o problema original. Portanto, os pardmetros a, ¢ a, do exemplo, sdo os que ajustam a

funcdo G (x) a fungdo In f (x), no sentido dos minimos quadrados. Nao se pode afirmar

que os pardmetros o, € o, (obtidos de @, € a,) s3o os que ajustam g (x)=a,-e™" a f(x),
dentro do critério dos minimos quadrados.
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6 Integraciao Numérica

Se uma fun¢do f (x) € continua em um intervalo [a,b ] e sua primitiva F (x) €
conhecida, entdo

®qan [ f()dx=F (b)-F (a)

onde F'(x)=f(x).

Por outro lado, nem sempre se tem F (x) e em alguns casos, a funcdo a ser integrada
¢ dada por meio de tabela de pontos. Neste caso, torna-se necessaria a utilizagdo de métodos
numéricos.

A idéia bésica da integracdo numérica ¢ a substituicdo da funcdo f (x) por um
polindmio que a aproxime no intervalo [a,b]. Assim o problema fica resolvido pela
integragdo de polindmios, o que ¢ trivial de se fazer.

6.1 Formulas de Newton-Cotes

Neste caso, o polindmio que interpola f (x) o faz em pontos igualmente espacados de
[a,b].

b n
Formulas fechadas: x,=a, x,=b ¢ j f (x)dszAi f(x;), sendo A4; coeficientes

i=0
determinados de acordo com o grau do polindmio aproximador.

6.1.1 Regra dos Trapézios

S(x 1):
JS(x0)-

+———h=b-a, h=x,-x,—+
[Fig. 32]: Regra dos trapézio.

A integral de f (x ) no intervalo [a,b | é aproximada pela area de um trapézio.

o ['fdx = 207 (x0)+ f ()= Iy

A aproximacdo de f (x) pela formula de Lagrange ¢ p,(x)=yoLy(x)+y; L;(x)

- X X=X,

com Ly (x)= e Li(x)= , logo:

Xo — Xy 1~ Xo

X —

hx" £(x))

x_xl
(Eq.43) pl(x):_—h S (xp)+
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6.1.1.1 Estimativa para o Erro

S (x)=pi(x)+E(x)

S (%)= P () H(x =X )-(x =xp) ===

Integrando f (x):

J-f(x)dx j pl(x)dx+J. (x—=xy)(x— xl)f(é)dx,com{

b
Ir={py (x)dx

E; j (x—a)(x— b)f(a)

ET:—f (c)j (x—a)(x—b)dx

E,= f()(b ay

3
(Eq.44) ET=% f"(¢)com ce(a,b)

ou

h3
|Epl<s max |17 (x)

x€la,b]

(Eq.45)

OBS. 23:
3

f(&)

2
X ax

(n+1)
En(x):(x_xo)'...'(x—xn)ﬁ
E(x)=(X—x0)-(x_x1). f (Zax)

Xog=a
x =b

J-b(xz—a x—bx+ab)dx=|—-
a 3 2

Exercicio 87

Resolucio:

9
L V6x—5 dx ~|I;=

O erro cometido sera, no maximo:

b
bx* | b’ -3ab® +3a’b—a’ (b—a)’
2 |, 6 6

9
Calcular .[ 1 A6x —5 dx,usando a regra dos trapézios.
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Logo, | E; |<

6.1.2 Regra dos Trapézios repetida
Ay

i i ; i ; P
1 1 1 T 1 ”
0 a=x, X, X, X3 X, b=x, x

[Fig. 33]: Regra dos trapézios repetida

h=Xx—Xy) =X,—X] =X3—X; =...=X,—X,_,

h= , com n sendo o niumero de subdivisdes do intervalo [a,b ].

n

b
I f(x)dx =~ A+ Ay+ A;+...+ A4, tal que A, =area do trapézio i, com i=1,2,....n.

A2 LS G £ ()

n—l
@ate) ([ fCddr = 201 Gropef (6,142 3 1)
i=1

6.1.2.1 Estimativa para o Erro

(Eq47) | Expl<

(b - a)3 "
max
12n%  xela,b] /()]

9 : -
Exercicio 88  Calcular I 1 7 6x—5 dx empregando o método dos trapézios com 8 repeticdes.
Determine uma aproximacao para o erro cometido.

Resolucio:
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X X0= .

Jf(x)

. 1 . ~ .
Exercicio89  Seja / :Io e“dx . Calcule uma aproximagao para I usando 10 subintervalos ¢ a
regra dos trapézios repetida. Estimar o erro cometido.

Resolucio:

. 1 , , . C A
Exercicio90 Seja [ = .[o e*dx. Qual o nimero minimo de subdivisdes, para a regra dos
trapézios repetida aplicada em 7, de modo que o erro seja inferior a 1077

Resolucio:

6.1.3 Regra 1/3 de Simpson
E obtida aproximando-se a fun¢do f (x) da (Eq.41) por um por um polindmio

interpolador de 2° grau, p, (x), que é dado pela férmula de Lagrange:

P2 (x)=Ly(x) f (xoH L (x) f (x)+ Ly (x) f(xp)
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2 (x—x;)

tal que L, (x)= /
H(xi _xj)
J#i

,com =0,1,2.

4

S (x)A
S (X))

JS(x)A

0 al=x0 B m:=x1 n b:=x2 X
[Fig. 34]: Regra 1/3 de Simpson.
Xo=a, Xx;=m € X,=b
a+b
m=x=
2
h:b_a
2
xo—xlz—h, xO_.X2:_2h,
xl—x0=h, xl_.X2=_h,
xZ_szzh, X2_.X1=h.
(x—x)(x—x3) (x—xp)(x—x;) (x —x0)(x —x)
Py ()= 20 f (g e f (s f ()
(=h)(=2h) (h)(=h) (2h)(h)

ij (x)dx= J-: f(x)dx~ J-: P, (x)dx

_ S (x)
2h*

zg[f(x0)+4f(x1)+f(Xz)]

J‘;:(x—xl)(x—xz)dx—% J‘:(x—xo)(x—xz)dx+% j;j(x—xo)(x—xl)dx

Lago: [ £(0de=[  Fadv= S [f (x0)#4 £ (x)+ £ ()]

6.1.3.1 Estimativa para o Erro

J 2 rde=[ 2 patrdr+ [ Ry

(Eq48) Eg= J.:Rz(x)dx = Ij(x = X)(x = x;)(x = X;) % dx

6.1.3.2 Mudanca de Variavel

X=X Xo—Xg

z= = x=hz+x, X=xp=a = z= = z=0
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xz_x():%:z =2
h

X=X,=b = z=
dZZ% = dx=hdz
ES=% [ bz (hz—h)(hz =2 1) de

4 o 4 "
P f6 e Z_z)dzz% £ [ 322 4 22) de

Z4 3 2 2 h4 "
Es=—f (&) 77 +z =?f (&.)0=0.
0

=0
Logo, Eg=0. Isso quer dizer que Eg ndo depende de R, (residuo de 2° grau).

Entao:

By = [ Ry [ = s )= 1)) ) L8 = gy

Es=% X z(z—l)(z—z)(z—swz:g FHE) [ 62 1122~ 62)d

4
15

5
Es= —’9“—0 74E) com (a<E<h).

hS
(Eq49) |Eg|=—-max |/ *(x)]

90 =xela,b]
_ NS
Considerando h:b—a =% =(b—a), tem-se:
2 32
€as0) |Es1< =D max | 740
ST 2880 xE[a, .
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6.1.4 Regra 1/3 de Simpson repetida

4

T T T >
0 a=x, x P X3 X, X5 Xg aes Xpo Xpaq b=x, X
+—E—
[Fig. 35]: Regra 1/3 de Simpson repetida
b-a . :
Na figura, tome /= 5 =|h=x,—x;_,|(i=1,2,...m), para m=2n = .
n

Aplica-se a regra de Simpson repetidas vezes no intervalo [a,b ]=[ x,, x,, |.

Xg,X),---,X,, SA0 pontos igualmente espagados.

Entao:

J-j f(x)dx= J.;:” f(x)dx

h h h
zg[yo+4y1+yz ]+§[yz +4 Y3+, ]+---+§[ym_z+4ym_1+ym]

b h
Lf(x)dng [ Vot Vm 2( o+ s+t Y 4y +y3+ 4 y,0)]

m_| m
b h 2 2
(Eq.51) L f(x)dx zg Vot YV, +2 ZJ@' +4 zyZi—l } .

i=1 i=1

6.1.4.1 Estimativa para o erro: E
Eyel<n- . max | 7o)
90 xefa,b]

h5
(Eq.52) |Eg|<n g max £ )]

x€la,b]
_ NS
Considerando h=b—a = h5=(b a5) , tem-se:
2n 32n
b—a)’
(Eq.53) |ESR|§( )" max WAt

2880n* xelajb]
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. 1 . o
Exercicio91  Seja [ = Ioexdx. Calcule uma aproximacdo para / usando a regra 1/3 de
Simpson com m =10. Estime o erro cometido.

Resolucio:

1
.[ e'dx~
0

Estimativa do erro:

Eg<

Observe que |ESR|S e |ETR|S

. 1 , . . _
Exercicio92 Seja [/ = .[ o ¢“dx . Para que valor de m teriamos erro inferior a 107°?

Resolucio:
. . -3 . , . .
m=___ = Para um erro inferior a 10 seriam necessarios subintervalos.
Obs: na regra dos trapézios com repeti¢ao sdo necessarios intervalos.

. 10 ) - -
Exercicio93  Seja [ = _[ . log xdx . Aproxime / com a regra dos trapézios com 8 repeticdes.

Estime o erro cometido.

Resolucio:
h= ==
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Xi
f(x)
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10
L) log xdx =~

Estimativa do erro:

=N |ETR| <

10
Exercicio94 Seja [ :j6 log xdx. Aproxime [ com a regra de Simpson com 8§

subintervalos. Estime o erro cometido.

Resolucio:
= == M= en=_..
l 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
f(x;)
10
J-6 log xdx ~

Estimativa do erro:

= ||Ege| <
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7 Solucao numérica de equacoes
diferenciais ordinarias

7.1 Introducao

Se uma equacdo diferencial tem apenas uma varidvel independente, entdo ela ¢ uma
equagao diferencial ordindria.

EXEMPLOS:

%wﬁy; y=x4y? yra(1-y?) y+y =0,

Se uma equacdo diferencial envolve mais que uma variavel independente, entdo ela ¢
equacao diferencial parcial.

EXEMPLO:

2 2
ZX—Z 8—124=0, com u=u(x,y).

A ordem de uma equacao diferencial é a mais alta ordem de derivagao que aparece na
equacao.

Se, dada uma equacdo diferencial de ordem 7, a fun¢do, assim como suas derivadas
até ordem n -1, sdo especificadas em um mesmo ponto, entdo temos um problema de valor
inicial (PVI).

Se, em problemas envolvendo equagdes diferenciais ordinarias de ordem n, n>2, as
n condi¢des fornecidas ndo sdo dadas todas num mesmo ponto, entdo temos um problema de
valor de contorno (PVC).

: d
Exercicio 95  Resolver a seguinte EDO: a’_y =—Xxy.

x
Resolucio:
=>\y=__ , para k €R. Que representa uma familia de curvas em R>.

Exercicio 96  Para a mesma EDO anterior, )’=—xy, resolva considerando uma condigdo

inicial y (xy)=y,, com x,=0¢ y,=l.

Resolucio:
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7.2 Problema de valor inicial (PVI)

Uma equacdo diferencial de ordem n se apresenta da seguinte forma:

Eqs59) Yy =f(x,y,y,p7,P, 00

onde

[
y(l):%, [=12,...,n, x€la,b]e y:[a,b]>R.
X

Associadas a (Eq.54), podem existir condi¢des cujo nimero coincide com a ordem da
EDO. Se tais condigdes se referem a um unico valor x, tem-se um PROBLEMA DE VALOR
INICIAL — PVI. Caso contrario, tem-se um problema de valores de conterno.

7.2.1 Solucdo numérica de um PVI de primeira ordem

—a

2

Toma-se m subintervalos de [a,b ], (m21), e faz-se x;=x,+j h onde h:b
' m

j=071527---5m ) xj E[Cl,b].

I, ={xy,x,...,x, } €denominado REDE ou MALHA de [a,b]. A solu¢do numérica
v, (x) € a funcdo linear por partes.

A

y(x,)
y”l
i)
Solucao
Numeérica
T ’
X)) =V, 4—-nmnen : :
AR N CEE |
A S R
N XN X X1 Xm

[Fig. 36]: Grafico da solu¢io numérica de um PVIL.
NOTACAO: y (x;)=y; significa que y; ¢ aproximagdo para y (x;), x; € 1,,.
NO GRAFICO: ® y(x;) = valor exato;

X y,; = valor aproximado; J=12,....m.

7.2.2 Metodo de Euler

Seja o PVI de primeira ordem definido por:

v =f(x)

(Eq.55)
¥(xy) = ¥y =M, sendo n um nimero dado.
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Para se aproximar y; para as solugdes exatas y (x;), com j=I1,2,...,m, procura-se
inicialmente y,.

T

yx)

v

[Fig. 37]: Grafico do método de Euler.
Traga-se a tangente 7' a curva y (x) no ponto (x,,y (X, )), cuja equagdo é:
(Eq.56) ¥ (x)=y (x0)+(x—x9) " (xg).

Fazendo x=x; e lembrando que y(xy)=y,, X;—xXo=h, V' (xy)=f(x5,y(xy)) €

=y (x), tem-se:

(Eq.57)  y1=Yo+h-f(x,y(xp)).

7.2.2.1 Erro cometido
e=y—y(x).

7.2.2.2 Aproximagdo e erro de y; de forma geral

Vi =Y;+h-f(x;,;)
(Eq.58) { /! / 7 ,com j=0,1,2,....m—1.

€is1 =V~ y(xj+1)
O método de Euler consiste em calcular RECURSIVAMENTE a seqiéncia {y; }

através das formulas:

A = a) =
(Eq.59) () Yo =y(@)=n ,com j=0,1,2,....m—1.
(B) yj+1:yj+h'f(xjay]')
- . ~ ~ yV=x—-y+2
Exercicio 97  Achar aproximagdes para a solugcdo do PVI 0)=2 na malha de [0,1]
y =
com h=0,1.
Resolucio:

— m=10.

Xy =0, yo=2, a=0, b=1, mzl_

9

Usar (Eq.58) para j=0,1,2,...,9.

j=0:
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j=1
TABELA:
J Xj Y J’(xj) yj_y(xj)zej
0 0 2
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Na pratica, ndo se dispde da solugdo exata y (x;) do PVIL. Dai a necessidade de se

determinar uma expressdo matemadtica para o erro. Usa-se a formula de Taylor para
desenvolver y (x), solugdo tedrica do PVI, em torno de x;:

3
Xo)

2
x_xo b (x_x()) 9 (x_
I y (xo )"'—2! Y7 (xg )"'—3!

(Eq.60) y(x)=y (x)+ Y7 (X )+

Fazendo x=x; e lembrando que y(xy)=y,, X;—xo=h, ¥y’ (xy)=f(x5,y(xy)) €

»;=y (x), toma-se os dois primeiros termos da (Eq.60):

Y1=yo+h-f(xy,y) Generalizando-se, tem-se (Eq.58).

7.2.2.3 Erro local de truncamento - ELT
O erro no método de Euler quando se calcula y; ¢ obtido a partir do resto da férmula

2 2
X — X, h
( 2v0) - Y7 (&), X9 <€<xp, 0u e =—= y”(C), para h=x—-X.

de Taylor, que é: ”

Numa etapa j dos calculos, tem-se:

hz
(Eq6D) e;=—7 y” (©), x;_ 1 <&<x;,

que € o ERRO LOCAL DE TRUNCAMENTO - ELT.
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Na pratica, procura-se estabelecer COTAS ou ESTIMATIVAS para que se possa
conduzir o calculo do erro com seguranca.

Toma-se k=y” (), constante, e & suficientemente pequeno para ser tomado como

pardmetro do ELT. Diz-se que ELT é da ordem de /” e se escreve (/4%).

7.2.3 Métodos de Runge-Kutta

7.2.3.1 Métodos de passo simples
Um método para resolver o PVI (Eq.55) ¢ de passo simples se a aproximagdo y;,,
depende apenas do resultado y; da etapa anterior.
Forma geral para métodos de passo simples:
(Eq.62) yj+1=yj+h d)(xj,yj ;h),para j=0,1,2,....,m—1.
Onde ¢ ¢ a funcdo incremento € £ o comprimento do passo.

OBS. 24: Para 0 método de Euler, a fungéo incremento € ¢(x;,y;;h)=1f(x;,y;). Um
caso especial de Runge-Kutta.

7.2.3.2 Métodos com Derivadas

O método de Euler possui ordem um pois, foi obtido da férmula de Taylor com
desenvolvimento até o termo em / .

Ao fazer o mesmo desenvolvimento até o termo em /4”, obtém-se o método de passo
simples e ordem dois.

h ,
(Eq.63) y, =y;+h y’(xj)+§ 7 (x;), para j=0,1,2,...,m—1.

7.2.3.3 ELT — Erro local de truncamento

h3
(Eq.6d) e; =" (), x;<€<x;y

OBS. 25: Em (Eq.63), y'(x;)=1 (x;,y,).

»” (x;)=? Regra da cadeia de f emrelagdoa x;:

0 0
T o)=L 57 ) S yer ) f(x,,y,) 2 xj0))
ﬁ_/ -
=y (x;) =1 =f(xpyj)
v =Ly f(x,,y,>f<x,,y,)

yV=x—y+2

0)=2 na malha [0,1] com
y =

Exercicio 98  Achar aproximagdes para a solugdo do PVI{

h=0,1 usando o método da (Eq.63).

Resolucio:
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x,=0, y,=2, a=0, b=1, m=2=0 5 =10,
Usar (Eq.63) para j=0,1,...,9.
j=0:
J=l
TABELA:
J X Vi y(x;) y;—y(x;)=¢;
0 0 2
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

7.2.4 Método de Euler Aprimorado (Método de Runge-
Kutta de Segunda Ordem)
Retomando a (Eq.62): y;,,=y;+h¢(x;,y;;h), para j=0,1,2,...,m—1.
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Fazendo-se ¢(x;,y;;h )=% (k +k,) e substituindo na equacgdo, tem-se:

(Eq.65) J’j+1:J’j+g(k1+k2 ), para j=0,1,2,...,m—1

onde k= f (x;,y;)elky=f (x;+h,y;+h k),

d
Exercicio 99  Achar aproximagdes para a solugdo do PVI d_zz_xy na malha [0,1] com
»(0)=1
h=0,5 usando o método de Euler Aprimorado.
Resolucio:
X Vi ky ky y(x)=e | 1y=r(x))l
0 0 1
1
2

7.2.5 Formulas de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Estas formulas sdo normalmente as mais utilizadas.

onde |k =/ (x;,»;),

h h
k2=f(xj+5,yj+5 kl)

=

h h
k3:f(xj+5:yj+5 ky) e

ky=f (x;+h,y;+h ky),

7.2.5.1 Erro local de truncamento: ETL
5

Eq6T) e;= YO (@), X <E<X;.

751
Y__,
Exercicio 100 Calcular a solucdo do PVI- dx - com A=0,1, no interior do intervalo
»(0)=1

[0,1], pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.
Resolucio:

Centro Federal de Educagdo Tecnologica do Parand (CEFET-PR) LAURO / NUNES




7-90

Calculo Numérico Solugdo numérica de equagdes diferenciais ordinarias
ky=
J % Yij ky ky ks ky
0 1
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
- . ~ ~ yV=x—-y+2
Exercicio 101 Achar aproximacao para a solu¢do do PVI {y(O) 5 na malha [0,1] com

h=0,1 usando o método de Runge-Kutta de segunda ordem (Euler aprimorado).

Resolucio:

Xy =0, yo=2, a=0, b=1, mzl_

9

— m=10.

0,1 .
yjH:ijrT(lirk2 ), para j=0,1,2,....9.

k= e k,=

J X; Vi ky k,
0 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
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